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SUR LA THÉORIE ERGODIQUE 
par Jean BOCLÉ (Rennes) 


INTRODUCTION 


Point de vue sur la théorie ergodique et son cadre. 

En Mécanique classique, on représente un système matériel Ÿ 
_ dépendant de n paramètres qg, 1 = 1, ..., n, par un point x 
dans un espace à 2n dimensions, les coordonnées de ce point 
Slant: Pia aes, Pry Gi, -- +> G, OÙ Pi = 4 Ces 2n paramètres 
caractérisent le système en mouvement à |’instant t; le point x 
représente la phase de 4; on confond d’ailleurs point x et 
phase du système et l’ensemble des points x correspondant 
a À constitue l’espace des phases P. L'évolution du système 
au cours du temps est représentée par une trajectoire dans 
l’espace des phases. 

Se donner les conditions initiales pour À revient à choisir 
un point 2% dans P; la phase x de 2 à l’intant t est alors le 
transformé de x, par une certaine transformation T, et nous 
écrivons : x = T,%. D’une façon générale, T, est une trans- 
formation biunivoque de P en lui-même telle que si y est la 
_ phase de & à l'instant ¢’, sa phase à l’instant ¢’ + ¢ est Ty. 
Les transformations T, forment un groupe (si on considère 
00 << t< -+ co): 

Tt = 2, , T(Ty 2) = Ty, a; 
elles dépendent de l’indice t, le temps: l’espace des indices 
est ici l’espace du temps. 

D’autre part, si on envisage, comme on est amené à le 
faire en Mécanique statistique, un ensemble d’états possibles 
pour » à un instant {, donc une partie de l’espace des phases P, 
il est intéressant de faire intervenir un résultat de Liouville 
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([1], I1-8, p. 32) (4) qui affirme que les transformations T, 
conservent le volume dans P moyennant un choix convenable 
des paramètres du système. k 

D’un point de vue abstrait, nous sommes donc conduits à consi- 
dérer un groupe de transformations biunivoques d’un espace P 
en lui-même et tel que, P étant muni d’une mesure convenable, 
les transformations du groupe conservent la mesure. 

Nous plaçant maintenant à ce point de vue de la mesure 
abstraite, nous devons introduire l’hypothèse ergodique sous 
la forme suivante: (hypothèse de transitivité métrique) : 
dans l’espace des phases, les seuls ensembles mesurables inva- 
riants par les transformations T, (à un ensemble de mesure 
nulle près) sont l’espace P lui-même et l’ensemble vide. Dans 
ce cas, si nous supposons la mesure de P, »(P), finie et si f 
est une fonction dépendant de la phase de X, donc de x, le 
théorème de Birkhoff nous dit que, pour presque tout x dans P, 


+ Ht FT.) dt tend vers une limite égale à aa fe f(x) de 
lorsque 0 tend vers l’infini; en abrégé, les moyennes tempo- 
relles ont une limite égale 4 la moyenne spatiale pour presque 
tout x. Remarquons que cette limite est indépendante de x, c’est 
une constante; elle est invariante par les transformations T,. 
En fait cette dernière remarque est fondamentale, car le 
théorème de Birkhoff est valable même si l’on ne fait plus 
l'hypothèse de transitivité métrique et si la limite n’est plus 
nécessairement une constante, elle garde néanmoins la pro- 
priété d’invariance. En effet ce théorème s’énonce de la façon 
suivante : si P est de mesure finie, si f, fonction définie sur 
P, est intégrable, alors la limite des moyennes ergodiques 


4 8 . LL L 
% { f(T,x) dt existe presque partout sur P et cette limite est 
0 


intégrable et invariante par les T,. Un calcul élémentaire de 
changement de variables montre que cette invariance provient 
de l’invariance par translation dans le temps de la mesure 
des durées : mesure de (0, 0) = mesure de (¢, t + 6) quel que 
soit t. De là vient l’idée de considérer un groupe de transfor- 
mations T,, dépendant d’un indice t, élément d’un espace I, 
l’espace des indices, qui est un groupe, pas nécessairement 


Sank numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de 
‘article. 
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abéhen et dans lequel on introduit une mesure invariante par 
translation, à gauche par exemple. (Ceci implique évidemment 
que le c-anneau support de la mesure est lui aussi invariant 
par translation à gauche.) Comme d’autre part, il est utile 
d’avoir une topologie dans I, nous sommes conduits à prendre 
pour espace des indices un groupe topologique localement 
compact muni de sa mesure de Haar. 

Nous savons que du point de vue métrique, un tel groupe, 
dans lequel on considère comme ensembles mesurables seule- 
ment les ensembles de Baire et la restriction de la mesure de 
Haar à ces ensembles, est un groupe mesurable ([1], § 59). 
Cette remarque n’est pas sans utilité, car, de méme que dans la 
définition d’un groupe mesurable on introduit une propriété 
de conservation de la mesurabilité dans le carré de l’espace 
par une certaine transformation (?), de même on devra complé- 
ter l'hypothèse de la conservation de la mesure dans P par 
les transformations T, par une hypothèse de conservation de 
la mesurabilité dans l’espace produit I X P par la transfor- 
mation T* qui à (t, x) associe (t, T; x) (5). 


Origine et résumé de ce travail. 

Le premier, à ma connaissance, à avoir généralisé l’espace 
des indices est Wiener, qui, dans [20], prend pour I un espace 
euclidien à n dimensions; les moyennes ergodiques sont alors 
prises sur les boules fermées centrées à l’origine. Mais dans 
son mémoire Wiener non seulement reprend les théorèmes 
ergodiques classiques: théorèmes de von Neumann et de 
Birkhoff, mais encore considère ce que deviennent les moyennes 
ergodiques lorsque la boule euclidienne au lieu de s’étendre 
à l'infini se contracte sur l’origine (dérivation dans le cadre 
ergodique). À ce propos Wiener remarque une ressemblance 
entre les énoncés du théorème de Birkoff et du théorème de 
dérivation dans le cadre ergodique qui peuvent être coiffés 
tous deux par celui du théorème ergodique maximal. En outre 
Wiener montre une analogie entre la démonstration du théo- 
rème ergodique de Birkhoff à partir du théorème de von 
Neumann et celle du théorème de dérivation (ordinaire) dans 


(2) Voir plus loin ch. 1, § 2, transformation S*. | 
(3) A propos de cette analogie qu'il est intéressant de poursuivre, voir [19], 
Appendice 1, p. 140 et [11], § 3, p. 9. Voir également dans cet article ch. 11, § 1. 
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l’espace euclidien. Riesz [17] insiste davantage sur cette ana- 
logie entre les démonstrations ainsi que Cotlar qui, dans [7], 
signalant que l'étude n’a pas été faite dans le cas d’un groupe 
topologique, mentionne le problème suivant: « faire une 
étude systématique de l’analogie entre les théorèmes ergo- 
diques et le théorème de dérivation de Lebesgue-Perron- 
Denjoy ». Ce fut là l’origine de ce travail; M. Pauc me proposa 
en effet d’élucider le rôle des hypothèses vitaliennes en théorie 
ergodique comme lui-même et Krickeberg l'avaient fait en 
théorie de la différentiation des fonctions d’ensembles et en 
théorie des martingales. 

Je n’ai pas atteint le but proposé, car, dès le début, j’ai 
suivi une orientation qui m’en éloignait. En effet, en appro- 
fondissant la démonstration du théorème ergodique maximal, 
puis celle du théorème de dérivation dans le cadre ergodique 
de Wiener, il m’a semblé qu’il y avait intérêt d’une part à 
étudier systématiquement l’espace produit I X P, la corres- 
pondance qui, à toute fonction f définie sur P, associe dans 
I x P la fonction définie par f(t, x) = f(T;x) et la transfor- 
mation T* définie plus haut et d’autre part, à essayer d’éta- 
blir des relations entre convergences dans l’espace des phases 
et dans l’espace des indices pour chacun des types: conver- 
gence presque partout, convergence en moyenne et conver- 
gence en mesure. (Ceci m’a d’ailleurs permis de constater la 
souplesse que présente dans son maniement la convergence 
en mesure ou convergence stochastique, comme l’avait déjà 
fait Krickeberg). Les résultats que j’ai obtenus dans cette 
voie ont été publiés dans [2]; leur développement fait l’objet 
du chapitre 11. 

Le théorème de la densité de Halmos ([8], Ex. 5, $ 61, p. 268) 
me fournissait immédiatement une application aux moyennes 
ergodiques de fonctions caractéristiques, moyennant une 
légère extension dans le cas où l’ensemble (E) n’est pas borné; 
puis utilisant le résultat obtenu dans l’espace des phases, 
il était facile de l’étendre aux moyennes de fonctions de classe 
L. Mais une autre voie, dans la ligne des travaux de Pauc 
en théorie de la différentiation, consistait à généraliser le 
théorème de la densité et à rechercher des théorèmes de déri- 
vation globale dans I, non seulement dans le cas d’intégrales, 
mais aussi dans le cas d’une mesure de Radon quelconque, 


SUR LA THÉORIE ERGODIQUE 5 


puis à transposer dans l’espace des phases le résultat relatif 
aux intégrales qui seul intervient pour les moyennes ergo- 
diques. C’est le mode d’exposition choisi ici: le chapitre 1 
est consacré à l’établissement de ces théorèmes de dérivation 
globale pour les intégrales et les mesures de Radon. Notons 
que ces résultats, qui ont été publiés dans [4], sont nouveaux 
même dans le cas de la droite numérique. Pauc ([14], [15] [16]) 
et Krickeberg [13] ont obtenu des théorèmes analogues, 
mais dans des conditions différentes. 

L'application à la théorie ergodique n’est donnée que dans 
le chapitre 11 après l'introduction des moyennes ergodiques. 
J’étudie d’ailleurs non seulement les moyennes ergodiques de 
fonctions de point mais aussi les moyennes de fonctions d’en- 
sembles, essayant de combler, en partie tout au moins, une 
lacune signalée par M. Pauc: l’absence du point de vue dual 
en théorie ergodique. Ceci m’a conduit naturellement à envi- 
sager systématiquement les moyennes de fonctions caracté- 
ristiques qui procèdent des deux points de vue et à aborder 
d'une manière différente de Calderon [6], Tsurumi [18], ou 
Halmos [10] le probleme de la mesure invariante. En parti- 

culier, à propos de la question d’invariance, je suis amené a 
_ introduire une notion de groupe ergodique plus générale que 
celle de Calderon [5]. Les résultats principaux de ce chapitre 111 
ont été publiés dans [3]. 

La bibliographie placée en fin d’article ne concerne que les 
ouvrages cités dans ce mémoire. On trouvera dans [9], [11] 
et [12] en particulier une bibliographie assez complète sur la 
théorie ergodique. 

En terminant cette introduction, je tiens à exprimer à 
M. Pauc, dont je n’ai pas mentionné le nom aussi souvent 
qu'il l’aurait fallu, toute mon affectueuse reconnaissance 
pour les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé de me 
prodiguer pendant l'élaboration de cette thèse. 
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CHAPITRE I 


GROUPES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT COMPACTS 


Il s’agit essentiellement de groupes topologiques localement 
compacts au sens de Bourbaki, donc séparés. 

Dans le $ 1, nous fixons les notations et nous énonçons 
les définitions et propriétés qui serviront dans la suite, 
en’ particulier lorsque nous utiliserons un groupe topologique 
localement compact comme espace des indices en théorie 
ergodique. Dans le $ 2, nous adaptons au cas général une 
transformation utilisée par Halmos seulement dans le cas 
d’un groupe mesurable; cela nous permet de démontrer deux 
propositions qui trouvent leur application dans le $ 3, où nous 
étudions le problème de la dérivation dans un groupe topo- 
logique localement compact. 


1. — Généralités. 


La plupart des notations, définitions et propriétés que nous 
introduisons ici sont empruntées à Halmos ([8], chapitres x 
et x1 principalement). 

I, groupe topologique localement compact; e, élément unité 
de I; 7, s, t, éléments quelconques de I. 

Si A est une partie de I, on note: 


sA= {rir st, te A} As'= {rir = ts, te A} 


sA, resp. As, translaté à gauche, resp. à droite, de A pars. 
Si A et B sont deux parties de I, 


AB =|_JB =|JaAs. 
tea seB 


€, classe des ensembles compacts de I; %, c-anneau booléen 
| éngendré par C. Les éléments de & sont les énsémbles boréliens 
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de I. Tout ensemble borélien est o-borné. Tout ensemble 
ouvert o-borné est borélien. 

U, famille des ensembles boréliens ouverts. 

©, classe des ensembles compacts de I qui sont des Gs; Bo, 
c-anneau engendré par Cy. Les éléments de @ sont les 
ensembles de Baire de I. 

U,, famille des ensembles de Baire ouverts. 

IX, espace produit I x I; #X, c-anneau engendré par la 
famille des ensembles Ay X By, Ap et Bo appartenant a &; 
BX coincide avec la famille des ensembles de Baire de l* 
considéré comme groupe topologique localement compact. 

8, c-anneau engendré par la famille des ensembles A X B, 
A et B appartenant a &. 


Mesures: Mesure de Borel: mesure définie sur & et finie 
pour tout ensemble compact. Toute mesure borélienne est 
o-finie. 

. Mesure de Baire: mesure définie sur %9 et finie pour tout 
élément de C. Toute mesure de Baire g est régulière, c’est- 
a-dire que: 
VA, € Bo, Po(Ao) = inf . po(Uo : Apc Up, Up € Up), 
Po(Ao) = sup.po(Cy : Ap > Co Co € Co) 


Une mesure borélienne est régulière si, p désignant une 
telle mesure, 


VA e 8, p(A)=inf.p(U : Ac U, Ue U)=sup.o(C: AC, Cee). 
Elle est complètement régulière (en abrégé c. r.) si: 
P(A) = inf.p(U : À € Up, Uo € Vo) = sup.p(C : A> Cy, Co € Co). 


Une mesure de Radon est une mesure de Borel régulière. 
Une mesure de Haar À est une mesure de Radon c. r., 


positive pour tout ensemble non vide de U et invariante par 
translation à gauche: 


VAeñ et rel, rAe et À(rA) = À(A). 


Une telle mesure n’est définie qu’a un facteur constant 
près et par conséquent le rapport des mesures de Haar de 
deux ensembles boréliens est déterminé de façon unique. Or 
dans la suite il n’interviendra que de tels rapports. Aussi 


| 
| 
| 
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parlerons-nous de « la » mesure de Haar définie sur 8 et qui 
sera toujours désignée par À. 
Quel que soit l’ensemble borélien n et l’élément r de I, 


AreS et A(Ar) = À(A).k(r) 
k(r), qui ne dépend pas de A, est la fonction modulaire. Elle 
est positive et finie, et continue sur I. On a: 
re) =="1 et ke(rs) = k(r) .k(s), Vr et sel. 
Si k(r) = 1 quel que soit r, on dit que le groupe est uni- 
modulaire. 


2: Utilisation dans le cas d’un groupe topologique 
localement compact d’une transformation 


intervenant dans la définition d’un groupe mesurable (‘). 


Transformation S*: S* est la transformation de [* sur I* 
qui, à (r, s) fait correspondre (r, r-1s). Elle est biunivoque et 
bicontinue. Elle transforme tout ensemble de 8% en un ensemble 
de Rx. 

(1,8,A) 


Utilisant les notations de [8] pour les sections d’un ensemble 
dans un espace produit (°), si A et B sont deux parties de I, 
on a: 


[SA X B)L=r-iBsireA et  GsireA, 


(4) Dans [8], $ 59, p. 257, la transformation S utilisée est l'inverse de notre 


transformation S*. 
(5) Si E est un ensemble dans l’espace produit X x Y des deux espaces X et Y, 


Es = fy: (x, y)eE} et Ey = fx: (2, y) €E}. 
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et [S'(A x B)} = fri:r-l=s,reÀ, te B} 

| = {r:r=ts-1, reA, teB} = AnBs™ 
Soit (IX, &%, p*) l’espace mesuré produit des deux espaces 

mesurés (I, 8, p) où p est une mesure de Radon c. r. quelconque 

et (I, 8, A). [Cf. note (‘*)]. Si À, et By sont deux ensembles 

de Baire, on obtient par application du théorème de Fubini 

au calcul de la mesure de S*(Ay X Bo) : 


PTS Ae x Bo)] = fj, Mr*Bo)de(r) = fj, X(Bo)de(r) = e(Ao) .X(Bo). 


Donc dans (I*%, %*, p*), S* transforme un « rectangle» de 
Baire en un ensemble de Baire de méme mesure. 

Soient maintenant A et B deux ensembles boréliens bornés. 
A x B est un « rectangle » de &*. Puisque les mesures p et A 
sont complètement régulières, on a: 

p(A) = sup. p(G : Co € A, Coe Co) = inf. p(U,: U, > A, Ü € Up) 
À(B) = sup. A(Ky : Ky ¢ B, Ky © Cy) = inf. A( Vg: Vo > B, Ve Us) 


Mais : 
GeAcuU, et K,eBR< V, => Cx Kye’ x Bc U Seen 


dones= 8S(C, X Ko)iac DIA. B)re AS TU CE) 
Or: 


sup. P* (Co X Ky: Qc A, KcB) 

= sup. p(G : Cyc A).sup. À (Ky: Ky c B) = p(A).À(B) 
inf, e*(Uy x Von U, >A; Vo > B) 

= inf. p (U): Un > A).inf. À (Vo: Vo > B) = p(A).A(B). 


et puisque S* conserve la mesure p* pour les « rectangles » 
de Baire : 


sup. p*[S*(Cy X Ko)] = inf. p* [S*(U, x Vo)] = p(A).A(B). 


S* (A x B) a donc des mesures intérieure et extérieure égales, 
et comme il appartient au o-anneau héréditaire engendré 
par %*, il est mesurable relativement à la complétion eo) 


, (8) La complétion  d’une mesure pu définie sur un espace de mesure (X, ¥) est 
l'extension de la mesure p à la classe de tous les ensembles Ey N où Ee et N est 
un sous-ensemble d’un ensemble de mesure nulle, extension définie par: | 


(Cf. [8], § 13.) B(EUN) = {E). 


| 
| 
| 
| 
| 


EE 


ue eee CA A Ee Ee me 


ES et armen Er et — | 
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de la mesure p* (cf. [8], $ 14, th. F, p. 60) et sa mesure est 
p(A).A(B). 

D’autre fey le théorème de Fubini reste valable si on 
remplace P* par sa complétion 0%. 

Comme conséquences de ces remarques, nous obtenons les 
deux propositions suivantes : 


Proposition 1 : Quels que soient les ensembles boréliens bornés 
A et B tel que À(B) > 0, quelle que soit la mesure de Radon 
complètement régulière p, si À désigne la complétion de À, on a: 


Noy Cr dx (t (t) (’) 


En effet, l'application du théorème de Fubini au calcul de la 
rende S'(A x B) donne: 


e(A).X(B) = f o(A n Bs)dX(s) 


d’où, puisque À(B) > 0: 
— ( (AoBs™) 5 
Aree f xB) di(s). 


Posant s = {1, on obtient dA(s) = 


sane Ant Bact) ds 
tm IT 


= frs Be a) = [Ra | 


Proposition 2. — Si U est un borélien ouvert et borné, B 
un borélien borné, si f est une fonction définie dans I, locale- 
ment &-mesurable et si g est la fonction définie dans I* par 
g(r, s) =f(rs) —f (s), alors la restriction de g au « rectangle» 
U x Best mesurable relativement à la complétion * de la mesure 
produit = À X À. 

c étant un nombre réel, posons: À = {s:f(s) > c}. 


(7) Si dans l'expression d’une intégrale aucune mention n’est faite de l’ensemble 
sur lequel elle est prise, c’est que l'intégrale est étendue au support de la fonction 
ou à l’espace tout entier si celui-ci est mesurable. 
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A est localement borélien. | k 
{(r,s) :s e A} n (U X B)=(IxA)n(U xB)=UX(AnB)e% 
donc g, telle que g, (r, s) = f(s) est localement &* mesurable. 


r,.s):rse A! n(U x B) = (S*(I x A)]n(U X B) 
NE” lege à FSU x (Aa UB} (U x B). 


Or UB est ouvert et borné, donc borélien, par suite A n UB est 
borélien borné et par conséquent S*{U X (A n UB)] est mesu- 
rable relativement à A*. Il en résulte que la restriction de ge 
telle que go(r, s) = f(rs) à U X B est À*-mesurable. Puisque g; 
l’est aussi, il en est de même de g = g; — & (*). 


3. — Théorèmes de dérivation globale 
dans les groupes topologiques localement compacts. 


e étant une mesure de Radon, B un ensemble borélien 

borné de mesure positive, nous allons étudier le comportement 
: AR Bt 

de la fonction ps définie par ps(t) = Ee lorsque B tend vers e 

du point de vue de la convergence en moyenne ou de la conver- 

gence en mesure sur un ensemble borélien borné. 

Nous décomposerons cette étude en plusieurs cas en nous 
appuyant sur les remarques suivantes : 

a) Si p est une mesure de Radon de signe quelconque sur 
(I, &) elle est différence de deux mesures positives (décompo- 
sition de Jordan) : 

Pan PATA: 

b) Si p est une mesure de Radon positive, elle peut s’écrire 

et cela d’une maniére unique, sous la forme: 


Rite ani 
ou æ est une mesure de Radon positive absolument continue 
par rapport à À et} une mesure de Radon positive étrangère à À. 
Il nous suffit donc de considérer deux cas: d’une part 
nant Aas : 
celui d’une mesure de Radon positive absolument continue 


par rapport a A, d’autre part celui d’une mesure positive 
étrangère à À. 


(8) Remarquons que si I est métrisable, on peut remplacer U par un borélien 
borné A quelconque; il n’est pas nécessaire de le supposer ouvert. 
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Cas d'une mesure de Radon positive absolument continue par 
rapport à À. 

Soit donc ¢ une fonction d’ensemble définie sur %, à valeurs 
réelles positives et finies sur les ensembles boréliens bornés, 
c-additive et absolument continue par rapport à À. Cette 
fonction possède alors un intégrant de Radon-Nikodym f, 
positif et localement @-mesurable, défini seulement à un 
ensemble localement borélien et négligeable près. 


THÉORÈME I. — Lorsque U, ensemble borélien ouvert et 
borné tend vers e, la fonction ou définie par au = Fe 


converge en moyenne vers f sur tout ensemble borélien borné D. (°) 

a) Posons gs, t) = f (st) — f (t). 

Quels que soient l’ensemble borélien ouvert et borné U et 
l’ensemble borélien borné B, d’après la proposition 2 ci-dessus, 
nous pouvons appliquer le théorème de Fubini à la restriction 
de g à U X B relativement à la mesure À*, complétion de X*. 
En remarquant qu’une s-section ou une t-section quelconque 
de g est £-mesurable, nous pouvons écrire : 


deb (s, t) ddX(s, à) = fa ets, t) dA(s) 


SJ À dx(s) si g(s, t)da (2). 
Mais : ile g(s, t)dA(s) = JR f (st)dX(s) — À f (t)dX(s). 
Posant st = r, on obtient: 


fran =f fo) Mena = fin = 


COR iki (t) dA(s) = f(t).A(U), il vient : 
J, RACE t) dAX(s, À) =| fey fon) | dX(t) 
= À(U) 1 ie — fo | di(t). 


(9) Modification à l'énoncé de ce théorème dans [4]: l’ensemble qui, dans cet 
énoncé était désigné par B doit être supposé ouvert, pour une question de mesure 
bilité (ef. la démonstration de la proposition 2); c’est pourquoi il est noté U ici. 
Si I est métrisable, il n’est pas besoin de considérer un ouvert (cf. note (®)]. 
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Mais la fonction de t définie par ¢(Ué) est continue; cela résulte “: 


en effet de |¢(Us) — g(Ui)] < (Us — Ut) (”), de labsolue 


continuité de œ par rapport à À et de la continuité de la 


fonction de r définie par A(U — Ur) (**). C’est done une fonc- 
tion de Baire (*), donc une fonction localement borélienne, de 
sorte que l’on peut intégrer au moyen de À et écrire : 


LER—roao = fa [ec sat 


donc, en utilisant la notation gy déjà définie: 


(1) | f Feet — FO] a0] <r [At f lets, 91 A0. 


Soit D un ensemble borélien borné quelconque. Désignons 
par B’ et B” les sous-ensembles de D sur lesquels on a respec- 
tivement : 


qui) —f( 20 et  quit) —f(t) < 0 


B’ et B” sont des boréliens bornés. On peut donc appliquer 
l'inégalité (1) en prenant pour B, B’ puis B”, ce qui donne: 


i [eu(t) — f(d)] di(t) = [#0 —f (t)| dX(t) 
4 ie a 
SU) fa) J lets, t)| dA (6), 
RE — f(t)] an(y|= f Ie) — f (t)| da(t) 


1 = 
<p fame) [ lets, 1 ance 


d’où, en ajoutant : 


(2) fi lel) — FO any <r (At flo, 01 anc. 


b) Soient e un nombre positif et V un voisinage de e ouvert 
et borné fixés arbitrairement. Alors VD est ouvert et borné, 


(9) Le signe — désigne ici la différ 
dans [8]. Rappelons que A 
lement à l’un des deux ens 
naire. 


(4) [8], th. A, § 61, p. 266. 
(22) [8], p. 223, 


ence symétrique de deux ensembles, notée A 
— B est l’ensemble des éléments qui appartiennent seu- 
embles A ou B. Si Bc A, on retrouve la différence ordi- 


gr Vo 


a ne nt n° me Gr mg msn henry 
; PS 
ne ee Oe 00 © ame . . _ - > à * 
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et de l’absolue continuité de & par rapport à À résulte l’exis- 
tence d’un nombre à positif tel que: 


(3) Ae®, AcVD et NA)<S — ofA)<e 
à dépend de V et de «. 


D’après le théorème de Lusin, il existe un compact C inclus 
dans D, sur lequel f est continue et tel que: 


(4) ND—C) <<. 


La fonction f étant continue sur le compact C est donc 
uniformément continue sur C et par conséquent il existe un 
voisinage V’ de e tel que: 


(5) re et te(s-1CnC) => FE) FOIS le OK, 


V’ dépend de C et de «. 


C étant fixé, il existe un voisinage V” de e tel que: 


(6) seV" => 2Xs1C—C)< à 


V” dépend de C et de 6. 
La suite des implications qui déterminent V’ et V” est 
résumée dans le schéma suivant: 


Hy pene ete 
Be é\ 
My N 
c) Écrivant D'=D—(s-1CnC), on a D =D'u(s-1Cn C) 
puisque C est inclus dans D, D’n (s~*Cn C) =¢ et par suite: 
M flacon, Jet dla + fie, 12 (0. 
D’après (5): 


FR eV ue “canal BO A O< ae A(s—1C n C)<e. 


Vv” 
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D’autre part: 
[soin [rer (2) 
es fc dh (t) + ff a(t ; 


puisque f est positive. 
Mais : 


ronde) et fi flonan =f fer) dar) = 96D). 
Comme D’ est inclus dans (D — C) u (s71C — C), si s appar- 
tient à V”, d’après (4) et (6), A(D’) est inférieur à 2, et par #| 


conséquent aussi A(sD’). Par suite, en tenant compte du fait — 
que D’ est inclus dans D et de (3): | 


seV"’=>¢(D’)<e et seVnV" => œ(sD") <e 


donc : 
(9) Pai aims {lets t)| X(t) < 2. 
ÿ 
Finalement (7), (8) et (9) montrent que: 


A LA 0 ME Let, DA < 3 


d’où | 
’ ” a > 
UcVaVnV’ — qu LA file, t)|dX(t) 


1 . 
<a J, 8 À (0 = 8 


donc : 


UcVaVinv" — fleo(e) — rod < 8 


autrement dit ¢y converge en moyenne vers f sur l’ensemble 
borélien borné quelconque D. 


Cas particulier : Si A est un ensemble borélien fixé, prenons 
pour ¢ la fonction définie sur & par ¢(B) = (Bn A), Be&, 
Alors f(t) = x(t; A) (#). 


(38) x désigne la fonction caractéristique d’un ensemble. 


a mn at og om mme rer 
> ep — spas 2 
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Si l’on désigne par Av(A) la fonction définie par 
; A(A n Ut 
Au(t; À) = 


viii application du théorème précédent nous 


donne alors le résultat suivant : AU(A) converge en moyenne 
vers y(A) sur tout ensemble borélien borné. C’est le théorème 
de la densité pour un groupe topologique localement compact 


([8], Ex. 5, § 61, p. 261) (mais ici nous ne supposons pas que 
l’ensemble à est borné). 


Cas d'une mesure de Radon positive étrangère à A et c.r. 

Soit Ÿ une fonction d’ensemble définie sur %, à valeurs 
réelles positives et finies sur les ensembles boréliens bornés, 
s-additive, singulière par rapport à À et complètement régulière. 

I] existe alors un ensemble localement borélien N tel que 


YA) = b(A nN) pour tout Ac 8 et A(A’n N) = 0 pour tout 


ensemble borélien borné A’. 


THÉORÈME II. — Lorsque B, ensemble borélien symétrique 
borné et de mesure positive tend vers e, la fonction |, définie 


par Ya(t) ee converge en mesure relativement à À vers 
zéro sur tout ensemble borélien borné D. 

a) Soit D un ensemble borélien borné quelconque. Soient « 
un nombre positif et V un voisinage de e ouvert et borné 
fixés arbitrairement. 

Alors VD est ouvert et borné, donc borélien, A(VD n N) est 
nulle et puisque À est régulière, il existe un ouvert de Baire 
borné U, tel que: 


VDnNeU et  A(U)<e. 


Soit «’ un nombre positif fixé arbitrairement. Puisque toute 


mesure de Baire est régulière, il existe un compact de Baire 


-C, inclus dans U, et tel que: 


(1) (Uo) — Ÿ(Co) < € 


A tout borélien borné B, associons l’intérieur U, de 


LE Bte Up}. 


Us est ouvert et borné, donc il est borélien. En outre : BU; € Up. 


Il est évident que: Bc B’ => Us = Us; si Up, n’est pas vide, 


a fortiori Ug n’est pas vide non plus. 


2 
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C, étant fixé, il existe un voisinage ouvert et borné V’ de e 
tel que: 
NAN c U, 
C,V’ est ouvert et inclus dans Uy, done C,V’c Uy,. Par consé- | 


quent Uy, n’est pas vide et il contient Cp. 
On a donc le résultat suivant : | 
! 


BcV’ => U,=U=UyscC.,. 


Par suite, si l’on tient compte de (1): 


| 
(2) BeV' => (Uy) — (Us) <e' | 
Enfin, si B est symétrique, 
(3) BinUs~o => teV). 
En effet, si Bin Us # @, il existe seB tel que ste Up, donc 
te Us, et par conséquent te BU, et puisque B est symé- | 
trique te BU; c Up. | 
b) Nous avons vu (proposition 1 ch. 1, $ 2) que, quels que soient | 
la mesure de Radon c.r. p et les ensembles boréliens bornés A # 
et B tel que me 10? 
Dep (An de ET | 
| 
Appliquons ce résultat à la mesure 4, on obtient pour tout | 
borélien borné B de À-mesure positive : 
(Us) ods beat sat vi da(t) | 
“aif (Von Be) iy > Lun BY ax). | 
v, A(Bt) vu, A(Bt) À 


Si en outre B est symétrique, on a, en tenant compte de (3): 
eS v( a n ve ) te =f Say n Bt) d\( = Y(Un) 
U, n Bt 
Bowe. fi Hua 9 4 f Ha 80 ) << WU.) — W(Us) 
Us 
et par suite : 


a U, Bi) | 
Ad ne ME AM (t) S Y(Uo) — — ¥(Us) 


miss dt ————————— 


> 
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Donc si B est inclus dans V', on a, d’après (2): 


f te PT 
D—DNU, . 


Enfin, si B est inclus dans V et si t appartient à D, Bin N est 
inclus dans Bin U,, et par suite (Bt n Uy) = Ÿ(Bt). Done 
DEN me BD ty < 
p—pnv,A(Bt) 

autrement dit, puisque ¢’ est arbitraire, ) converge en moyenne 
et par suite en mesure relativement à À vers zéro sur D—D a U, 
quand B tend vers e. 

Mais U, est de À-mesure aussi petite que l’on veut, donc 
Ÿ5 tonverge en mesure relativement à À vers zéro sur l’en- 
semble D quand B tend vers e. 


Cas d'une mesure de Radon complètement régulière quelconque. 
Soit p une mesure de Radon c. r. définie sur @, 


Sésstes 5 IE Al 
sa décomposition de Jordan. p* et o7 sont c.r. 

Soient pt = pt + dt, 0 = o +>, p =o + d les décom- 
positions de Lebesgue respectives de pt, p~ et p par rapport 
aA. Ona alors ¢ = gt— get) = Yt+—d-. d*, et sont, c. r. 

Si ft, f-, f sont des intégrants de Radon-Nikodym par 


“rapport à À de ot, 9-, + respectivement, on a f = ft—f- 


localement presque partout. 
Lorsque l’ensemble borélien ouvert et borné U tend vers e, 


: (g*)u et (? —)u convergent en moyenne, donc en mesure rela- 


tivement à À sur tout borélien borné D vers f* et f- respec- 


- tivement, donc ¢y converge dans les mêmes conditions vers f. 


Lorsque l’ensemble borélien borné symétrique B tend vers e, 
(J+)p et (Ÿ-)s convergent en mesure relativement à À sur 


tout borélien borné D vers zéro, donc J, converge aussi dans 
les mêmes conditions vers zéro. On peut donc énoncer le 
résultat suivant: 


TuéorèMe III. — Sip est une mesure de Radon c. r. quelconque 
qui admet par rapport à À une décomposition de Lebesgue 
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e=o+ où ¢ est absolument continue par rapport à À et Ÿ 
étrangère à À, si f est un intégrant de Radon-Nikodym de (4 
par rapport à i, lorsque l’ensemble borélien ouvert symétrique 


. , : ! Wt 
et borné W tend vers e, la fonction pw définie par pw(t) = ae 


converge en mesure relativement à À vers f sur tout ensemble 
borélien borné. 


ADDENDUM AU CHAPITRE PREMIER 


Les résultats obtenus dans ce premier chapitre ne sont valables que pour 
des mesures de Radon complètement régulières; mais, tandis que cette 
condition n'intervient pas explicitement dans les énoncés de la proposition 2 
et du théorème 1 parce que d’une part la mesure de Haar À est complètement 
régulière et que d’autre part l’absolue continuité de la mesure © par rapport 
à À implique la complète régularité de g, nous avons dû l’expliciter dans les 
énoncés de la proposition 1 et des théorèmes 2 et 3. Cette restriction est due 


essentiellement à la définition du produit de mesures que nous avons utilisée 


(cf. p. 8, définition de &* et p. 10, introduction de (IX, ®*%, P*) et qui est 
empruntée à Halmos ([8], ch. vu, § 33, Th. F, p. 140 et § 34, Th. B, p. 144). 

Si nous définissons le produit de deux mesures de Radon comme une 
mesure de Radon (cf. Bourbaki, Intégration, Ch. rv, § 4, N° 10) alors la 
restriction de complète régularité n’a plus de raison d’être et la proposition 1 
et le théorème 3 en particulier sont vrais quelle que soit la mesure de Radon p: 
en effet : 

a) La transformation S*, qui est un homéomorphisme de I* sur lui-même, 
transforme un borélien en un borélien; 

b) Si P* désigne cette fois la mesure de Radon produit, S* conserve la 


mesure pour un rectangle A X B quels que soient les boréliens bornés A et B: | 


e*[S*(A x B)] = P*(A X B) = p(A).A(B) 


comme cela se voit en appliquant le théorème de Fubini (ef. p. 10) à la mesure 
de Radon produit. 


CHAPITRE II 


CADRE DE LA THÉORIE ERGODIQUE 


Dans l’introduction, nous avons exposé comment, en théorie 
ergodique, interviennent un espace des phases et un groupe 
de transformations de cet espace en lui-même, chaque trans- 
formation dépendant d’un indice, élément de l’espace des 
indices. Nous avons tenté d’expliquer pourquoi nous prenons 
pour espace des phases simplement un espace mesuré (‘), 
sans topologie et pour espace des indices un groupe topo- 
logique localement compact. Nous avons également esquissé 
les hypothèses que l’on doit faire sur le groupe de transfor- 
mations. Il nous faut maintenant fixer les notations et pré- 
ciser ces hypothèses: ce sera l’objet du § 1. Dans le § 2, 
nous utiliserons les notions introduites dans le $ précédent 
pour donner de nouvelles définitions dont nous déduirons 
quelques propriétés immédiates. Enfin dans le $ 3, nous démon- 
trerons des théorèmes généraux sur la liaison entre convergence 
dans l’espace des phases et convergence dans l’espace des 
indices. 


1. — Notations. Définition d’un groupe mesurable 
de transformations. 


Notations. — a) Dans l’espace des indices I, qui est un 
groupe topologique localement compact, les notations sont 
celles qui ont été introduites au ch. 1, § 1. 
_ b) Dans l’espace des phases P, x, y, z, désignent des élé- 
ments de P, X, Y, Z, des parties de P 

_(P, tb) est un espace de mesure (**) dont les ensembles 


(4) Un espace de mesure, appelé aussi espace mesurable ou espace borélien, est 
un espace dans lequel on a fixé le c-anneau booléen des ensembles mesurables. Un 
espace de mesure muni d’une mesure est un espace mesuré. 
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mesurables sont les éléments de Jb, c-anneau booléen de parties 
de P comprenant P comme élément unité. 

y, mesure positive définie sur Wb, totalement finie et norma- 
lisée (‘). On désignera aussi par espace des phases l’espace 
mesuré (P, lb, y). 


c) Nous avons fait intervenir deux espaces : l’espace des. 


indices I et l’espace des phases P. Introduisons maintenant 
l’espace produit: P*— IX P. Le o-anneau booléen .tb* 
engendré par les ensembles B X X, où B appartient à ® et 
X à Ab, est alors le support de la mesure produit "= À X y, 
telle que v*(B X X) = A(B).v(X). 
' La mesure de Haar À étant o-finie et la mesure y totalement 
finie, le théorème de Fubini pourra s’appliquer dans l’espace 
mesuré (P%, .lb*, y*). 

Si Q est un ensemble de P*, s, un élément de I, nous convien- 
drons de noter: 


sQ ={(r, x): r= St, (é, x) e Q} 
c’est-à-dire l’ensemble déduit de Q par une translation à 
gauche définie par s, « parallèlement » à I. On définirait de 


même Qs. Si Q® est la section de Q déterminée par x, l’x-sec- 
tion de sQ sera sQ® (cf. ch. 1, § 1). 


Groupe mesurable de transformations. — A tout élément t 
de I, nous associons une transformation T, biunivoque de P 
sur lui-même, l’ensemble 6 des transformations T, étant carac- 
térisé par: | 

1) une structure de groupe, 

2) une propriété de conservation de mesurabilité, 

3) une propriété de conservation de mesure. 

a) Structure de groupe: 


LT = Ty. Vr, sel 
T, est la transformation identique, c’est l’élément unité du 


groupe de transformations 6, 


Ces transformations étant biunivoques, quel que soit ay be 
a une inverse : 
(T,) 7? = T,-1 


b) Propriété de conservation de mesurabilité : 
A © nous faisons correspondre dans PX la transformation T* 
(*) v(P) = 1. 


ee UN) 


a a ae 


a a 


Se ons ele 


—— 
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qui applique (t, x) sur (t, T,-:x). Soit X* l’image de I x X 
par T*, X étant une partie de P; X* est donc l’ensemble des 
(t, x) tels que T;x appartienne à X et une t-section de X* 
est T,_,X. 

Nous supposons que, quel que soit l’ensemble mesurable X 
dans (P, Ab), X* est localement mesurable dans (P*, JAW*) : 


V XeÏb et  Qe J*, X* n Q e AUX 


En fait nous nous servirons de cette propriété seulement 
sous la forme suivante : 


VXelb et Ae, X*n (A x P)e x, 


Par conséquent, si X est mesurable, T,_,X est également mesu- 
rable quel que soit ¢: donc toute transformation T, est une 
transformation mesurable au sens de [8], § 39. 

Nous avons déjà remarqué l’analogie qui existe entre les 
transformations S* et T* (cf.p. 3). Nous la soulignons encore 
en qualifiant © de groupe mesurable de transformations (**). 

c) Propriété de conservation de mesure. 

Nous supposons qu’il existe une mesure y invariante par ©. 
Pour bien distinguer cette mesure invariante, nous lui affectons 
une notation particulière et nous la désignons par uv. Donc, 


par hypothèse : 
Vitel et Xe, (DE) ct CE pe Xe 


On a aussi évidemment : p(T,X) = u(X) quels que soient 
rel et Xedb. 


2. — Définitions et propriétés découlant de l’introduction 
du groupe de transformations. 


Nous envisageons successivement le cas des ensembles, des 
fonctions de point, des mesures et enfin des fonctions carac- 
téristiques qui peuvent être considérées soit comme fonctions 
de point soit comme mesures. 


(18) A tel, associons la transformation de I sur I qui a s fait correspondre ts 
(translation 4 gauche de t). L’ensemble de ces transformations constitue un groupe 4. 
La transformation analogue à T* associée à un tel groupe n’est autre que S* et J 
est un groupe mesurable de transformations si I est lui-même un groupe mesurable 


au sens de [8]. 
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1) Ensembles. — a) Dans l’espace produit P*, nous avons 
déjà associé à toute partie X de P l’ensemble: 
X* = T*(I x X) = f(t, x): Twe X} 
Rappelons que: (X*), = T,X. 
(X*), = X est la trace de X*. 


ms 


} 
: 


Si X appartient à Ab, X* est localement .lb*-mesurable et — 


- toutes les t-sections de X* d’après b), $ 1 sont mesurables 
dans (P, -lb) et d’après c) $ 1 ont même p-mesure. 


Si À est une partie de I, posons: X* = X*n(A X P). « 


Alors VXelb et Ae@, X%e* et u*X(X5) = A(A).u(X). 


Dans le cas d’un ensemble réduit à un seul point x, on: 


écrit 2* au lieu de {2}*. 


Par un élément (y, r) de P* passe un 2* et un seul dont la | 


trace est z = T,y 


Ona: x*= Loja 


rex 


et toute opération sur des ensembles X de P ou toute relation © 
entre ces ensembles se traduit par la même opération sur les © 
ensembles correspondants X* ou la même relation entre ces : 


ensembles; ainsi: 
Qui =A 0 ry (AN A = wk NT, 
(X — Y)* = X*— Y* 
Xn Y EH HE Xt = 9, Xe Y => X*c Y*. 

Notons pour finir que (T,X)* = tX*. 

b) Considérons dans l’espace des indices l’x-section de X*, 
que nous désignons par E (x, X). Nous faisons ainsi corres- 
pondre au couple (x; X) un ensemble de I. De la définition 


ou des propriétés de X* nous déduisons immédiatement les ! 


résultats suivants : 
E(x; X) = fr: Twe X} = {r:veT,_,X} 


Si on prend pour X un élément de Jb, E(x; X) est localement 
$-mesurable, quel que soit x, et, si A est un borélien borné, 
la fonction numérique définie sur P qui en 2 a pour valeur: 


AE(x, X) n À] 
est mesurable dans (P, tb) et : 


W(X) =f ALE(@; X) n Aldu(z) = (A). p(X). 
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Si maintenant on considère x comme fixé, E(x; X) dépend 
de X et toute opération sur des ensembles X de P ou toute 
relation entre ces ensembles se traduit par la même opération 
ou la même relation pour les ensembles correspondants E(x; X) 
ainsi : 


2 


E(x; Xu Y)= E(x; X)u E(x; Y), 
E(x; Xn Y) = E(z; X) n Ex: Y), 
E(z; X—Y)= E(x; Y)—E(a; X), 
Xn Y= ¢=> E(z; X)n E(x; Y) = 9, 
Xc Y=» E(z; X)c E(x; Y), 
Enfin : E(a;-1;X))= 1E(x; X), 
E(T;z; X) = E(x; X)r 1. 


c) Dans l’espace des phases, l’orbite d’un élément x de P 
est l’ensemble de tous les transformés de x par les transfor- : 
mations T, : 


Ola) = fytig's= Tap ital} 


O (x) est la projection de 2* sur P. 

L’appartenance 4 une méme orbite définit dans P une rela- 
tion d’équivalence. 

Une partie X de P est un ensemble invariant si: 


10e Li st 


Une orbite est un ensemble invariant. Tout ensemble invariant 
est une réunion d’orbites. L’union et l’intersection d’ensembles 
invariants est encore un ensemble invariant: la propriété 
d’invariance est conservée par les opérations sur les ensembles. 
La famille des ensembles invariants forme un sous-c-anneau 
de Ab avec P comme élément unité, l’ensemble vide étant aussi 
invariant. 

Remarquons qu’il revient au même de dire qu’un ensemble 
X est invariant ou de dire que X* = I X X. 

Un ensemble mesurable X est presqu’invariant (du point 
de vue métrique) si: 


u(T,X — X) = 0 
pour localement presque tout ¢ dans I (”). 


(17) En fait cette propriété de quasi-invariance ne dépend pas de la mesure inva- 
riante p, mais du a-idéal des ensembles de mesure nulle; elle peut se traduire au 
moyen d’une mesure quelconque équivalente à p. 
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Nous montrerons (n° 4 de ce $) que dans ce cas, si 4 est la | 


complétion de y (*) il existe un ensemble Z, invariant, u.-mesu- 
rable et tel que: 


u(T,X — Z) = 0 Viel. 


Alors: u%(Xi — Za) = 0 quel que soit l’ensemble borélien 
borné A. 

Remarque. — On peut considérer un ensemble mesurable 
invariant et de mesure non nulle comme un espace des phases. 

2) Fonctions de point à valeurs réelles. — a) Soit f une 
fonction numérique a valeurs réelles définie dans P. On lui 


associe dans P* la fonction f* définie par: 


f(t, æ) = f (Tx). 


On a évidemment : 
Pr, à) = f(Tyx) = f*(t, T,2). 


Conformément aux notations de [8], § 34, pour une t-sec- 
tion, resp. une x-section, de f*, nous écrivons: f;, resp. f**. 

Si g est une fonction définie dans P*, nous appelons g, la 
trace de g("*). f est la trace f* de sa fonction associée. 

f* est constante sur tout ensemble 2*. Réciproquement, si 
une fonction g définie dans P* est constante sur tout ensemble 
x*, g est la fonction associée de sa trace: g = (g.)*. 

Soit c un nombre réel quelconque, alors : 


(ai f*(t, 2) = c} = f(t, x): (Te) = ec} 


; = {(t, x): Ta=y, fly) 2c} 
onc: 


(1) {(t, æ): f*(t, zx) =c}={y: f(y) > c}*. 
b) De cette égalité, il résulte immédiatement que : 
ja: fila) = e§=[fy: fly) = ef" =Tify f(y) Set. 
et: 
wie: fi(z) Ze} =ufy:fly) Sc} Weel. 
Donc si f est Ab-mesurable, f* l’est aussi quel que soit t; en 
outre ces deux fonctions ont la même répartition spectrale 


ps ct. [19], § 43, p. 55. 
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relativement à 4, de sorte que si f est u-intégrable, ff l’est 
également et 


(2) JS f(a) du (x) = ffia)du(x)  Vtel. 


Notons en passant que si Z est un ensemble mesurable inva- 


riant : 
af. f(x) du. (x priaofe fi(æ 


et si Y est un ensemble mesurable presqu’invariant; 


Sef (2) a) dy. (x ) = ff a) æ) du. (x pee fit) æ) du. (x )= Je fi() 


quels que soient r et é, Z étant l’ensemble invariant u-mesu- 
rable tel que u(T,Y — Z) = 0 quel que soit s. 

c)' De Pinégalité (1) on déduit encore que si f est Ab-mesurable, 
f* est localement AL*-mesurable. En particulier si B est un 
borélien borné, la mesurabilité de f dans (P, tb) entraîne celle 
de la restriction de f* à B x P dans (P*, .Wb*). 

Si f est mesurable et positive, l'application du théorème | 
de Fubini dans (P*, Ab*, u*) nous donne: 


3) feel *(t x) duX (t, 2) Tile lige 
ve x) dy (x). 
Ce résultat est encore valable pour une fonction de signe 
quelconque comme on peut le voir en utilisant sa décomposition 
en ft et f—. Donc si f est w-intégrable, f* est w*-intégrable. 

d) De l'inégalité (1) résulte encore ceci: 

MP (t= cf = E(x; fy: fly) = c}) 
quel que soit le nombre réel c. 

Donc si f est mesurable dans (P, lb), f** est localement 
B-mesurable, quel que soit x. 

Si f est w-intégrable, en appliquant de nouveau le théo- 
rème de Fubini, on constate que f*” est aussi À-intégrable 
sur tout borélien borné B, pour presque tout x, que la fonc- 
tion définie sur P qui en x a pour valeur oP f**(t)dX(t) est w-inté- 
grable et, en tenant compte de (3), que: 


(4) fda) [PO = XB). f f(a)de(a) 
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Nous pouvons constater également que si Y est un ensemble : 
mesurable invariant ou presqu’invariant : 1 


fi dua) [FE ad © = AB). [Fed (2). | 


e) Une fonction f est invariante si f(T:x)) = f(x) quels que 
soient t et a. Une telle fonction est constante sur une orbite! 
quelconque. Sa fonction associée f” est constante sur tout, 
ensemble I x {a}. Réciproquement si la fonction associée 
f* d’une fonction f est constante sur tout ensemble I x eae 
f est invariante. | 

Une fonction f est presqu’invariante (du point de vue 
métrique) si, pour t fixé quelconque, f(Tx) — f(x) pour 
presque tout x (relativement a ). [Cf. note (”).] 


Proposition 1. — Toute fonction mesurable et presqu’inva- 
riante est presque partout (relativement à 1.) égale à une fonction 
invariante u.-mesurable (*). | 

Soit f une fonction définie dans P, Ab-mesurable et pres- 
qu invariante. Posons : | 


g(t, 2) =f(Ta)—f(r) et Q= f(x): gx) Æ 0j 


Si A est un ensemble borélien borné quelconque, la restric- | 
tion de g à A X P est AL*-mesurable, donc Qn(A X P) est” 
clb*-mesurable. Toutes ses é-sections sont de wu-mesure 
nulle; il est donc de x*-mesure nulle, et par suite presque : 
toutes ses x-sections sont de mesure nulle, c’est-à-dire qu’il | 
existe un ensemble N dans P de u-mesure nulle, tel que: 


ceN=>)d ft: g(t, 2) A0,te A} =Oie.: A(Q n A) =0 


Soient r et s, éléments distincts de I, et x, élément de P, fixés 
tels que T,2 et T,# n’appartiennent pas à N. On peut alors | 
trouver un borélien borné B tel que A(Bn Brs-1) 4 0. | 
Puisque Tae¢N, si teB—BnQ™, f(T,x) — f(T,x) = 0. 
Puisque Tire N, si le B—BnQ™, f(T,,x) — f( Txt) ==: 
Prenons alors pour ¢ un élément quelconque de Bn Bsr 
qui nappartienne pas à Qu Q™*sr-1, ce qui est possible 
puisque ce dernier ensemble est localement de mesure nulle 
alors que le premier ne l’est pas, et prenons t/ = ia alors 


(®) Cf. [11], § 9. 


SUR LA THÉORIE ERGODIQUE 29 


T,2 = T,x et f(T;x) = f(T;x). Donc si T,x et Tir n’appar- 
tiennent pas à N, f(T,x) = f(T,z), autrement dit: (r, x) et 
(s, x) € N° f*(r, x) = f*(s, x). Pour un x fixé, f*(t, x) est 
donc une constante sauf sur l’æ-section de N*. Considérons 
alors dans P* la fonction h définie par: 


hilt; ey af" (t, à sl (t, x) € N* 
Ri. x) == fer) si (t, æ)e N*, (s, x) & N* 
Rts <x) i=) si (t, x)e N* quel que soit t. 


h est constante le long de tout ensemble 2*; c’est donc la 
fonction associée de sa trace h,. h est constante sur tout 
ensemble I x {x}, donc À, est invariante. Or h, ne diffère de f 
que sur un sous-ensemble de N qui est de u-mesure nulle, 
c’est donc la fonction cherchée. 


- Exemple: P est le cercle (ouvert) de rayon 1; p, la restriction à P de la mesure 
de Lebesgue dans le plan. I est la droite numérique; T;, la rotation d’angle t 
(orienté) autour du centre de P. Soit X, un rayon (segment ouvert) de P. Posons: 
f(x) = 2 si xexX,, = 1 si z&X,. Alors h, est la fonction constante égale à 1. 
Cet exemple me semble contredire le résultat énoncé dans [1], p. 167. 


3) Mesures. — Si y est une mesure définie sur Ab, nous 
pouvons lui associer une famille de mesures en posant: 
y"(t, X) = v(T,-:X); à chaque t fixé correspond une mesure y*(t). 
Mais pour X fixé, nous obtenons une fonction définie sur I: 
y*(X). 

Le cas de la mesure invariante introduite précédemment 
correspond à v* indépendante de t quel que soit X fixé. 

On serait tenté de définir une quasi-invariance pour une 
mesure de la façon suivante: y est une mesure presqu inva- 
riante si pour tout X e Ab, v"(X) = v(X) localement presque 
partout sur I. Mais une telle quasi-invariance se ramène à 
une invariance stricte. Soit en effet un r tel que v(T,X) Æ v(X). 
Mais v(T,X)=v(X) localement presque partout. Donc 
v(T,X)=£Y(T,X) localement presque partout (r fixe, s variable). 
Posons: T,X = Y et t—sr"1, alors T,X=T,-.Y = T,Y et 
v(T,Y) v(Y) localement presque partout, ce qui est contraire 
à Phypothèse. 

… 4) Cas particulier des fonctions caractéristiques d’ensembles. 
Nous envisageons ce cas particulier parce que l’on peut consi- 
dérer une fonction caractéristique y soit comme une fonction 
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de point, soit comme une fonction d'ensemble qui est même 
une mesure. | | 
Pour XcP et weP, on a: y(z; X)=1sireX,0sixée X. 
Si on se fixe X, on a une fonction de point y(X) dont la fonc- 
tion associée y*(X) est définie par: | 
W(t 2; X) = x(Tee; X) 
Si on se fixe x, on a une mesure y(x) à laquelle on associe la 
fonction y*(x) définie par: 
x(a; t, X) = X(x5 TX) 
Mais : Te; X) = 45 T,X) 
car : TreX<>zxeT, ,X. 


Par conséquent, si on considère y comme fonction de x et. 


de X, on peut parler d’une façon générale de la fonction associée 
y* de la fonction caractéristique y; elle dépend du triplet: 
(t,:æœ,-X). 

Si l’on adopte le même symbole y pour les fonctions carac- 


+ 
: 
| 


téristiques dans P* et dans I (cf. (‘*)), et si l’on tient compte : 


de ce que: 
TreX <> (t, x) e X* 
on a: L(X) = XX) 
Les X) = IX" = x[E(e; X)]. 


Si X est un ensemble mesurable presqu’invariant, sa fonction ! 


caractéristique est aussi mesurable et presqu’invariante au sens 
défini au n° 2; elle coincide donc sauf sur un sous-ensemble 
d’un ensemble de mesure nulle avec une fonction invariante 
qui est la fonction caractéristique d’un ensemble invariant : 
on obtient ainsi le résultat annoncé pour les ensembles 
presqu’invariants au n° 4. 


3. — Liaison entre convergence dans l’espace des phases 
et convergence dans l’espace des indices. 


Au § précédent nous avons montré comment à toute fonc- 
tion f définie dans P on peut associer une fonction définie 
dans I, en considérant l’#-section de f*. Donc à toute famille 
de fonctions f; correspond ainsi pour chaque x une famille 
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de fonctions dans I. Dans ce §, nous allons établir certaines 
liaisons entre la convergence suivant un certain mode des f, 
dans P et la convergence suivant le méme mode pour presque 
tout x des fonctions correspondantes dans I. 


Soit J un ensemble ordonné par une relation <, filtrant 
pour cette relation et dont le filtre des sections admet une 
base dénombrable. Soit f, jeJ, une famille de fonctions 
définies et mesurables dans P quel que soit j; soit g une fonc- 
tion définie et mesurable dans P. 


THÉORÈME 1. — Si pour presque tout x, ff converge en mesure 
suivant J vers g*” sur tout ensemble borélien borné A de mesure 
non nulle, alors f; converge en mesure vers g sur P. 

Soit £ un nombre positif arbitrairement fixé. 


Posons : 
X, ={2x:|f(x) — g(x)| > e}. 
Alors :,.. f(t, x) + |f7(t,,.2) — g*(t,.2)| > 2} = Xj. 


Traduisons l’hypothèse avec ces notations: quel que soit 
l’ensemble borélien borné A de mesure non nulle, 


Al (X7)? n A] = ÀA[E(x; Xj) n Al 
tend suivant J vers zéro pour presque tout x. 
Mais : ME X) nA] 
+ bes ok 
ex) = [AO eS) au (a. 
Or she A at ; a3 est inférieur ou égal a 1, qui est inté- 


erable sur P puisque & est totalement finie. J étant à base 
dénombrable, le théoréme de convergence bornée de Lebesgue 
s’applique et la convergence presque partout entraîne la conver- 
gence en moyenne, c’est-à-dire, puisque l’intégrant est positif, 


que: 
u.( Xj) Si) anos trates He) 0 suivant J. 


u(X;) tendant vers zéro suivant J, f; converge en mesure vers g 


sur P. | 
Remarquons que u*[(X;)4] tend aussi vers zéro suivant J, 
c’ést-à-dire que l’on a aussi la convergence en mesure de f 


vers g* dans P* sur A X P. 
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TutorEme 2. — Si f; converge presque partout suivant J 
vers g sur P, alors, pour presque tout x, (f5}° converge presque — 
partout suivant J vers g** sur tout ensemble borélien A de I, . 
borné et de mesure non nulle. 

Dire que f; converge presque partout suivant J vers g dans P, : 
c’est affirmer l’existence d’un ensemble N dans P de p-mesure © 
nulle et tel que, € étant un nombre positif fixé arbitrairement, \ 
pour tout y, élément de P, n’appartenant pas à N, on peut 
trouver j(y, €) tel que: 


es (lf(y) — g(y)l Le si g(y) est fini, 
171890 lfi(y)| >+ si |g(y)| = 0. 


Mais fi(t, x) — g*(t, x) est constante le long de tout ensemble « 
y*; donc si les inégalités (1) sont satisfaites en y elles le sont — 
aussi le long de y*. Par conséquent en tout point (t, x) n’appar- 
tenant pas à N*, /%*(t, x) converge vers g*(t, x). Donc pour x 
fixé, en tout point t de I n’appartenant pas à (N*)° = E(x; N), 
fit, x) converge vers g*(t, x). 

Or, quel que soit l’ensemble borélien borné A, u*(Ni) = 0 « 
et pour presque tout x, A[(Ni)"] = A[E(z; N) n A] = 0. Par « 
conséquent pour presque tout x, (f%)” converge presque partout 
suivant J vers g*° sur tout borélien borné A. 

Remarquons que nous avons montré en passant la conver- — 
gence presque partout de f} vers g* sur À X P. | 

Tenant compte du fait que sur un ensemble de mesure finie : 
la convergence presque partout entraîne la convergence en 
mesure, nous pouvons dresser le tableau suivant, les conver- 
gences dans l’espace des indices étant des convergences sur | 
un borélien borné quelconque : 


Esp. des indices I: Conv. p.p. Conv. en mesure 
| Th.2 Th.1| 
Esp. des phases P: Conv. p.p. —> Conv. en mesure. 


De ce tableau il ressort en particulier que pour dissocier 
convergence presque partout et convergence en mesure dans P; 
il suffit de le faire dans I. 

On appliquera ces résultats à la dérivation dans le cadre 
ergodique. Pour compléter ces questions relatives à la conver- 
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gence, on va démontrer le théorème suivant qui ne concerne 
que l’espace des phases. 


THÉORÈME 3. — Si g est une fonction définie dans P non- 
négative et intégrable, si hy jeJ, est une famille de fonctions 
définies dans P non-négatives et eat et telles que 


J f(a) dp (x )= f g(a) du (x 


quel que soit j, alors la convergencee en mesure suivant J de f, 
vers g entraîne la convergence en moyenne de f, vers g dans P (*). 
Soit h,=f;—g et h,=hj —h; la décomposition de 
Jordan de h,. 
On a: 


hy = f;— g lorsque f,>g et =O dans le cas contraire; 


h = g—f, lorsque f,< g et =O dans le cas contraire. 
Donc : 
DS hs. quel que soit j. 


D'autre part de la convergence en mesure de f, vers g on 
déduit la convergence en mesure de hj et de h; vers zéro. 
On peut donc appliquer pour h; le théorème de convergence 
bornée de Lebesgue qui donne: 


[hj (a)djx(a) +0 suivant J. 


Mais J'h{x)du() =0 et hj =h, +h, , donc J hi(a)du(a) — 0 


et par suite: 


J \rila)| = [hj(a)du(a) + fh; (x)du(2) 


tend vers zéro suivant J. je 

Pour des fonctions satisfaisant aux conditions du théo- 
reme 3, on peut alors compléter le tableau des convergences 
et on obtient : 


Esp. des indices I: Conv. p. p. Conv. en mesure ~<——— Conv. en moyenne 


ms] m1] 


_ Esp. es phases P: Conv. p.p. ———> Conv. en mesure 


Cony. en moyenne 


Th. 3 
(2) Cf. [8], § 26, Ex. 7, p. 112. 


CHAPITRE III 


MOYENNES ERGODIQUES 


Dans le $ 1, abordant le point de vue dual en théorie ergo- 
dique, nous définissons les moyennes ergodiques pour les 
fonctions de point et pour les mesures dans le cadre élargi 
de la théorie où nous nous sommes placés et nous établissons 
une relation entre ces deux types de moyennes. Dans le $ 2, 
après avoir établi un théorème qui lie convergence des 
moyennes de mesure et convergence des moyennes de fonc- 
tions caractéristiques et qui complète dans un certain sens 
pour les moyennes ergodiques les théorèmes du § 3, ch. x, 
nous considérons le problème de la dérivation dans le cadre 
ergodique. A partir de formules simples obtenues dans le § 1 
pour les moyennes de fonctions caractéristiques, nous dédui- 
sons dans le $ 3 des inégalités qui nous conduisent à une 
notion de groupe ergodique plus générale que celle de A.P. Cal- 
deron, puis à un théorème sur l’existence d’une mesure inva- 
riante dans l’espace des phases. 


1. — Définition des moyennes ergodiques. 
Point de vue dual en théorie ergodique. 


1) Moyennes ergodiques pour une fonction de point. — a) Soit 
f une fonction définie sur P et Ab-mesurable, et B un ensemble 
borélien borné et de mesure non nulle. 


Nous savons que f*” est mesurable sur B (cf. ch. 11, § 2, n° 2 d). 
Nous pouvons donc définir la moyenne ergodique fs de f par: 


(1) fol) = froat. 
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Remarquons que dans le cas où f est bornée, cette moyenne 
existe certainement. 


b) Il importe de remarquer que la définition de la moyenne 
ergodique ne fait pas intervenir la mesure invariante 4, 
ni même une mesure dans l’espace des phases, mais simple- 
ment une propriété de mesurabilité pour f, qui ne dépend que 
de Ab. 

Il est évident que si f est non-négative, sa moyenne fy est 
parfaitement définie quel que soit B et est non-négative éga- 
lement. 

Si f est u-intégrable, fs l’est aussi (cf. ch. 11, § 2, n° 2 d). 

D’après la définition des fonctions associées : 


Ra) = Fo(Ta) =a fre Tour [rm ed). 
Mais le changement de variables rt = s, ou r = st donne: 
Lee aan = [fake = Hy fre, 2) ds). 


donc: 


Pe re em s, z)dX(s pale aa s, æ)dA(s). 
RG 2) = spy Fy Jf EM) = soy J Mle ads) 


c’est-à-dire : 
(2) (Ta) = fr"(t, 2) = fs(2). 


Si f est invariante; fs = f quel que soit B. Es 

Si f est presqu’invariante et si g est la fonction invariante 
telle que f= g sauf sur un sous-ensemble d’un ensemble de 
mesure nulle, alors fs = g sauf sur un sous-ensemble d’un 
ensemble de mesure nulle. 


2) Moyennes ergodiques pour une mesure. — a) Soit v une 
mesure quelconque définie sur Jb.v* est une mesure définie 
sur Jb*; et si X est un ensemble Ab-mesurable, X* a une inter- 
section avec tout rectangle B X P, ot B est un ensemble 
_borélien borné de mesure non nulle, qui est AL*-mesurable, de 
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sorte que la restriction à B de la fonction de t définie par 


v(X*,) = v(T,-.X) = v*(t, X) est %-mesurable. Nous pouvons — 


donc définir la moyenne ergodique ÿs de v sur B par: 


— 


(4) ial X) = 5 [ y"(t, X)d a(t). 
6) $9(T X) =;5 Ai w(r, T,X) dA(r) = 5B) i (tr, X)dA(r) 


Effectuons le changement de variables t+ r = s ou r = ts, 
alors : 


fer an = 505) J." XA 


c’est-à-dire : 
(5) ¥p(T,X) = 9,-1p(X). 
On aurait pu définir la moyenne ergodique par: 


(6) Sa(X) = De 


Or v* est une mesure sur bX, et d’autre part si {X,}, _ 
n= 1, 2,... est une famille dénombrable d’éléments de Ab, © 


(u X,)s = u[(X,)s], de sorte que la c-additivité de v* entraîne 
celle de ¥s. Pour B fixé, 9g est encore une mesure définie sur Ab. 
Si pour un X fixé, v(T,X) = v(X) localement presque 
partout, ¥3(X) =v(X) quel que soit B. En particulier: 
VB(P) = v(P) = 1 VBe@. Dans le cas de la mesure inva- 
riante p, alors fig(X) = p(X) quels que soient B et X. 


3) Relation entre moyennes de mesure et moyennes de fonc- 
tion de point. — Soit f une fonction définie sur P, non-néga- 
tive et .lb-mesurable. Soit y une mesure positive, totalement 
finie définie sur tb. On a: 


(7) J f() dvs(x) = f Fn(z) dv(2). 


Soit R la droite numérique, Jb, la famille des ensembles boré- 
liens de R et 6 la mesure de Lebesgue sur R. c étant un nombre 
réel non-négatif, l’ensemble de P x R qui a pour c-section 
ja: f(x) = c} est mesurable dans (P x R, Ab x &) et le 
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théorème de Fubini s’applique à la mesure de cet ensemble, 
. de sorte que si Rt est la demi-droite positive : 


J fla) dale) = f vote: fle) =e} d8(o) 


= [40 f(T ates Fla) Boh] ane, 

6,20 ) ft [T,_.{a: f(x) > cl] dB(c) 
sce f tae) [vies fre 2) > et aB(o 

poe [rt 2) de) 


Par application du théorème de Fubini dans P*, on obtient (7). 

Si f est une fonction de signe quelconque, on décompose f 
en {+ — f-, et en s’appuyant sur la propriété de linéarité de 
l'intégrale, on montre que (7) est encore vrai. 

(On pourrait également introduire sur Ab une mesure y de 
signe quelconque et utilisant sa décomposition de Jordan 
montrer que (7) est valable pour une fonction et une mesure 
de signe quelconque). 

Si Z est un ensemble mesurable invariant: 


(8) ff) dv(a) = f(x) din( 
Si À est un ensemble borélien borné : 
(9) fx pfalt, a) dv*(t, 2) = (A). [Fa(x) din(x). 
En effet: 
AE JA, 2) do(x) = [,dA(D J PE, 2) dis(2) 
= [din(x) JF 2) d(b. 


Dans le cas de la mesure invariante uv, les formules (7), 
(8) et (9) deviennent respectivement : 


(71) J f(x) du(x) 2 


(8) Sie) duo) = J,fa(a) due), 
(9) fi ft 2) dpX(t, 2) = A(A) Tt f(a) da). 


S 
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4) Cas particulier des fonctions caractéristiques d’ensembles # 


mesurables. — Nous avons déjà signalé le fait qu’étant donnée 
une fonction caractéristique y(x; X), si on fixe X, on définit 
une fonction de point; si on fixe x, on définit une fonction 
d'ensemble qui est en particulier une mesure sur «lb. Mais la 
moyenne ergodique sur un ensemble B est la même que l’on 
considére la fonction caractéristique comme mesure ou comme 
fonction de point: cela provient du fait que la fonction induite 
dans I qui est utilisée dans le calcul de la moyenne est la 
même dans les deux cas (cf. ch. 11, § 2, n° 4), c’est la fonc- 
tion caractéristique de E(x, X); de ceci on déduit d’ailleurs 
une expression simple pour cette moyenne [qui résulte aussi 


de (6)]: 


(10) Ste: X) — ME(@s X) 0B), 


A(B) 


Les formules (2) et (5) deviennent dans ce cas particulier: 


Ebi rere Te des ores ae Fes 0 Be] 
guy bad sas 1844 NRC: DO ACB] 
able Cxalyy 9 eee De 4 a 


Nous aurions pu prendre (10) comme définition de la 
moyenne ergodique pour une fonction caractéristique et par- 
tant de là obtenir les moyennes pour une fonction de point 
ou une mesure. En effet la formule (7) appliquée avec 


v(X) = y(a; X), 
x étant fixé, donne :, 
JF) din (æ) = f Fala) dy (a) = f(a) 


fox) n'est donc autre que l’intégrale de f relative à la mesure 
Yx(v; X), x et B étant fixés. 
Appliquée avec f = y,, c’est-à-dire X étant fixé, (7) donne : 


ÿn(X) = / fn(x; X)dv(2). 
Si Z est un ensemble mesurable invariant, on a: 


Yn(X n Z) = d a(x; X)dy(x). 


m0 on 
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Dans le cas de la mesure invariante 4, on a: 


WX) = J'ho(a; X)du(a) et w(XZ) = f'yntr; X)du(a) 


2. — Familles de moyennes ergodiques. 
Liaison entre convergence des moyennes de mesure 
et des moyennes de fonction caractéristique. 
Dérivation dans le cadre ergodique. 


Soit J un ensemble ordonné par une relation < et filtrant 
pour cette relation. A tout 7 eJ, faisons correspondre un 
ensemble borélien borné de mesure non nulle de I: B;. Alors, 
à toute fonction f définie dans P et Jb-mesurable, resp. à 
toute mesure y définie sur Ab, nous associons une famille de 
fonctions, les moyennes fs, resp. une famille de mesures, les 
moyennes vg, que nous notons pour simplifier fy resp. ÿ, 

En particulier si nous considérons la fonction caractéristique 
d’un ensemble X, élément de lb, nous avons une famille de 
moyennes: ÿj(x; X). 

Quel que soit 7, OX y,(z; X) < 1 qui est v-intégrable sur P 
puisque y est totalement finie. Par conséquent si nous suppo- 
sons que le filtre des sections de J est à base dénombrable, 
d’après le théorème de convergence bornée de Lebesgue la 
convergence suivant J presque partout ou en mesure relati- 
vement à y de y,(X) vers une fonction h entraîne la y-intégra- 
bilité de A et la convergence en moyenne de ¥,(X) vers h, donc 


la convergence de $ Y,(x; X)dy(x) vers AS h(x)dy(z). Mais : 
Je: Da (2) =5/X). 


Nous avons donc le résultat suivant : 


TaéorèMe 1. — Si le filtre des sections de J est à base dénom- 
brable, si v est une mesure définie sur Ab, la convergence presque 
partout ou en mesure relativement à y et suivant J des moyennes 
ÿ{x; X) pour tout Xe.lb, entraîne la convergence suivant J 
des moyennes ¥;(X) pour tout X e Ab. 

Remarquons que si v(T,X)<a.v(X) localement pour 
- presque tout r, 9,(X) est inférieure ou égale à a.v(X), a étant 
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une constante. Si cette constante a existe pour tout Xeuwb 


et est indépendante de X, alors la convergence de ¥,(X) vers 
une limite v’(X) pour tout X entraîne la o-additivité de 
cette limite, donc le fait que v’ est une mesure. 


Exemple de famille de moyennes ergodiques. Dérivation dans 
le cadre de la théorie ergodique. 

Nous prenons pour J l’ensemble des voisinages boréliens 
bornés ouverts de e et pour relation < la relation d’inclusion, 
et nous établissons la correspondance U, = 7 (#4). La famille 
{U,} converge vers e suivant J. 

Soit f une fonction définie sur P et p-intégrable. On a alors 
la famille de moyennes : 


à 4 f ; 
z) = —— t, x) dd (t). 
Lit ) A(U)) ns ih ) (2) 
D’autre part, si nous posons: 


o(B; x) = f,f*(t, 2) dd (2) 


¢(B; x) est définie pour tout ensemble borélien borné, et 
ceci pour presque tout x. Donc il existe un ensemble N dans 
P de u-mesure nulle tel que pour x fixé n’appartenant pas aN, 
¢(B; x) est une fonction d’ensemble définie sur 8, absolument 
continue par rapport à A et o-additive: c’est une mesure de 
Radon. f*” est un intégrant de Radon-Nikodym pour cette 
mesure. Donc, pour presque tout x, d’après le théorème 1, 


Ut; x) 


§ 4, ch. 1, eit converge en mesure suivant J vers /*” 
J 


sur tout ensemble borélien borné D. 


Mais : 


Ut; 2) z 7 

diy = hope) = halle 2) = 740, à. 

Donc, pour presque tout x, on a convergence en mesure 

. suivant J de (f;')” vers f** sur tout borélien borné D. 
Supposons que dans I, e admette un système fondamental 

de voisinages à base dénombrable, c’est-à-dire que I satis- 

fasse au premier axiome de dénombrabilité, alors le théorème 1% 


(*) On note ici U au lieu de B, pour marquer le fait qu'il s’agit de boréliens 
ouverts. 


J 
[3 

4 

> 

% 
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§ 3, ch. 1 s’applique et f, converge en mesure suivant J vers à 
sur P. 


Comme d’autre part, [ f(a) di(t}= cf f(x) du (x) quel que soit 7, 
il résulte du théorème 3, § 3, ch. m que si en outre f est non- 
négative, f; converge en moyenne suivant J vers f sur P. 

De la convergence en mesure de ÿ{x; X) vers y(x; X) pour 
tout X (ce que l’on pourrait déduire directement du théo- 
réme de la densité) résulte la convergence de v,(X) vers v(X) 
quel que soit X, pour toute mesure y équivalente à uw, par 
apphcation du théorème 1 de ce paragraphe. 


3. — Groupe ergodique. Invariance. 


1) Inégalités concernant les moyennes ergodiques de fonc- 
tions caractéristiques. Groupe ergodique. — Soit X un élément 
de Ab. Soient B et B’ deux ensembles de % bornés et tels que 
A(B) = A(B’) Æ 0. De (10), nous tirons : 

ag “ A[E(x; X) n B) —AlE(az; X) n B’ 
jante x) A) Ee SE 
donc : 

un sms LATE a (f+-Rhe-A(B-—B'} 

Conséquences : Puisque ¥p(v; T,X) = ÿ;-(t; X) et que 
A(471B)= A(B) quel que soit ¢: 


(13) 


: P A(r-*B — s—*B) _A(B—7rs-'B) 
iiales T.X)—fales TX <A = AE. 
Si le groupe est unimodulaire, c’est-à-dire si \(Bé) = À(B) 


quel que soit t, puisque d’autre part ona ¥3(T,z; X) = Yp,(2; X), 


(14). bent TyarsX) (Tes XP Be) _ MBre D), 


MB )y ont tpn guint) 
4 3 à > Z : (B — tB) 
Ces inégalités où interviennent les expressions Pex(By et 
nous amènent à introduire la notion de groupe ergo- 


dique. 
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a) Soit B,, je J, une famille d’ensembles boréliens bornés, { 
de mesure non nulle. Pour une telle famille les conditions : ( 


ny B= ou Bf) 0 


3) AU) Re JEU suivant J quel que soit ¢, 


sont équivalentes. | 
ÀA(B,—B;nB;t) _ 4(B,t~'— Bjt-* 0 B;) | 
En effet : ii = AL k(t), or k(t) 
XB) ME greg 
est fini quel que soit ¢, donc 1) et 2) sont équivalentes. 
D’autre part: 


A(B,—Bÿ) _ A(B,— B,n By) | (B¢—Byn Be). 
A(B;) A(B;) A(B;) 


Donc 3) entraîne 1) et 2). Comme 1) implique 2) et que 1) 
et 2) entraînent 3), on obtient l’équivalence. 
Enfin il suffit de remarquer pour les deux dernières que: 


A(B,nB4) _4_X(B;—B,nB}), ABB) _ 4 | (Bp—Byn By), 
A(B)) AB)  X(B) A\(B;) 


b) Pour qu'il existe une famille B, satisfaisant à ces condi- 


tions, il est nécessaire que le groupe soit unimodulaire. 
En effet : 


__ A(Byt) A(Bjt— B; n Bi) 
ORE BPS Se NB) 


ceci ayant lieu quel que soit 7 et quel que soit ¢, on en déduit 
que k(t) <1 quel que soit ¢. Or k(t-1) = i Neg Donc k(t) = 1 
quel que soit t. le(s) | 

c) Pour une famille {B,} les conditions que l’on déduit des 
conditions 1) à 5) en remplaçant B} par ¢B, sont aussi équi- 
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_ valentes. Remarquons que si le groupe est abélien ou si les 
- B, sont symétriques quel que soit j, ces nouvelles conditions 
ne sont pas distinctes des précédentes. 

. Définitions : 1) J étant un ensemble ordonné par une rela- 
tion < et filtrant pour cette relation, {B;}, je J, une famille 
d’ensembles boréliens bornés de mesure non nulle, nous disons 
A(B;— Bit) ., A(B;—1B)) 

A(B)) A(B,) 
tendent vers zéro (??) suivant J quel que soit t. 

2) Un groupe topologique localement compact est dit ergo- 
dique s’il admet au moins une famille ergodique d’ensembles (#). 
Un tel groupe est nécessairement unimodulaire. 


que cette famille est ergodique si 


Remarque. — Si {Bj}, je J, est une famille ergodique et 
si J’ est un sous-ensemble cofinal (*) de J, {By}, j’eJ’, est 
encore une famille ergodique. 


2) Invariance. — Soit {B,}, jeJ, une famille ergodique 
d’ensembles. Considérons les familles correspondantes de 
moyennes de fonctions caractéristiques. Des inégalités (13) et 
(14) et de la définition d’une famille ergodique, il résulte que: 


ly (T.«; X) — 3 (Tix; X)| +0 suivant J 
et que lx (23 T,X) — %(a; T,X)| > 0 suivant J. 


Par conséquent : 


lim. sup. ÿ (T:&; X) = lim. sup. ÿ (x; X) = lim. sup. ÿ (x; T,X) 
jes jes jes 


c’est-à-dire que lim. sup. (x; X) est doublement invariante 
jes 


par les transformations T,. Il en est de même pour la limite 
inférieure. 

Dire que y (x; X) converge presque partout relativement a 
une mesure y définie sur lb, quel que soit X, cela revient a dire 


(22) Remarquons que pour la famille { U;} contractant vers e considérée dans 
le cas de la dérivation, ces rapports rendent vers 2: O et 2 sont les valeurs extrémes 
qu'ils peuvent prendre. 

(23) Nous avons été amenés à donner ces définitions sans connaître le travail de 
Calderon. Elles sont d’ailleurs en un sens plus générales que celles de [5] qui 
sont adaptées au cas où l’ensemble J est la droite numérique, alors qu'ici J est 
quelconque. 
(24) Un sous-ensemble J’ de J est dit terminal s’il existe un 7e J tel P<) 

implique j € J’, et cofinal si son complément dans J n’est pas terminal. (Cf. Krickeberg). 
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qu’il existe un ensemble N(X) de v-mesure nulle et une fonction | 

h(x; X) tels que: 

h(a; X) = lim. sup. 7,(v; X)= lim. inf. ÿ (x; X) sauf si ze N(X). 
jes jes | 

De la double invariance des limites supérieure et inférieure, 


on déduit que, quel que soit X, d’une part N(X) est un ensemble — 
invariant : 


N(T,X) = N(X) 


et d’autre part: h(T,z; X) = h(x; X) = A(x; T,X) sauf peut- 
être si æe N(X). Mais d’après le théorème 1 du § précédent, 
si J est à base dénombrable ÿ{X) converge pour tout X vers 
v(X) = f h(x; X) dy(x) qui est donc invariante. 

Réunissant les divers résultats obtenus, nous pouvons 
énoncer la conclusion suivante : 

Soit y une mesure définie sur Ab, positive et totalement finie 
et telle que: v(T,X) < a.v(X) quels que soient t et X, a étant © 
une constante indépendante de t et X; soit J un ensemble filtrant 
à base dénombrable et {B,}, je J, une famille ergodique d’en- 
sembles, si les moyennes de fonctions caractéristiques ÿ (x; X) 
convergent presque partout relativement à v sur P pour tout X, 
alors les moyennes Y{X) convergent suivant J. pour tout X 
vers une mesure invariante u(X). 


Remarquons que ce résultat implique l’équivalence de y 
et de pu. 
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QUELQUES REMARQUES 
SUR LES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES 
D'UNE SURFACE DANS LE PLAN 


par André HAEFLIGER 
(Institute for Advanced Study, Princeton.) 


I. — INTRODUCTION. 


Soit f une application différentiable d’une surface V dans 
une surface W; par surface (ou variété) nous entendrons 
toujours une surface (ou variété) munie d’une structure diffé- 
rentiable, et différentiable signifiera toujours de classe C®. 
On dit qu’un point z de V est un point régulier de f si le rang 
de f en z est deux, et un point singulier si ce rang est plus petit 
que deux. Au voisinage d’un point régulier, f est un homéo- 
morphisme différentiable de rang deux (difféomorphisme). 

H. Whitney a montré dans [2] que toute application de V 
dans W pouvait étre approchée par une application différen- 
tiable f, dite excellente, qui présente comme seuls points singu- 
liers z ceux des deux types suivants: aprés choix de coordon- 
nées locales convenables (x, y) dans V et (u, v) dans W, les 
coordonnées de z étant (0, 0), f s’exprime localement sous la 
forme 


BE i sau; aay 
ou 


2) v= ayy. 
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Les points singuliers de type 1) et 2) forment une courbe C | 
dans V appelée le pli de f (défini localement dans les équations | 
1) par y = 0) où le rang de f est un. Les points du type 2). 
sont les cusps de f; ce sont les points isolés sur le pli C ot le | 
rang de la restriction de f 4 C est zéro; les images par f des » 
cusps sont les points de rebroussement de f(C); dans les | 
équations 2), le pli C est défini par x = dy? et FC) par 
4u = 27+. Sur la figure 1, on a représenté en trait gras le « 


Fie. 1. 


pli C et son image au voisinage d’un cusp, en trait fin ou 
pointillé deux courbes parallèles à C et leurs images par f. 
Nous donnons d’abord au § 2 un critére (Théoréme 1) 
permettant de décider si une application excellente d’une 
surface dans le plan peut être obtenue en considérant d’abord | 
la surface immergée dans l’espace à 3 dimensions, et en la : 
projetant ensuite dans un plan parallèlement à une direction. 
Dans le $ 3 nous considérons une application excellente d’une 
surface compacte V orientable dans le plan. D’après Thom 
_ (cf. [1]) la classe d’homologie modulo 2 du pli C de f est nulle 
et le nombre des cusps est pair. Dans le théorème 2 nous 
établissons, dans un cas particulier, une relation entre le nombre 
des cusps de f et la position de C dans V. 
tant donnée une courbe C d’une surface compacte V et 
une application différentiable f, de C dans le plan telle que 
fo(C) présente un nombre fini de points de rebroussement, 
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on peut se demander à quelles conditions f, peut se prolonger 
suivant une application différentiable f de V dans le plan 
telle que C soit le pli de f. Cette question se ramène essentiel- 
lement au problème suivant : donner des conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu’une immersion f, dans le plan du bord C 
d’une surface compacte orientée V puisse se prolonger suivant 
une immersion de V. Ce problème semble très difficile, déjà 
dans le cas où V est un disque (problème posé par Hopf). 
Une première condition nécessaire bien connue est que l’indice 
de la courbe f,(C) par rapport à tout point du plan doit être 
positif ou nul; une deuxième condition est que le degré normal 
de f,(C) doit être égal à la caractéristique d’Euler-Poincaré 
de V (cf. $ 4, Th. 3). Ces conditions ne sont pas suffisantes. 

A la fin de chaque paragraphe, nous indiquons brièvement 
comment les propriétés démontrées dans le cas des surfaces 
peuvent se généraliser à des variétés de plus grande dimension. 

Dans les figures représentant une application excellente f 
d’une surface V dans le plan, la courbe grasse représente 
l’image du pli C de f (contour apparent) et les traits fins continus 
et pointillés représentent les images de deux courbes sur V 
parallèles à C et de chaque côté de C. 


II. — FACTORISATION PAR UNE IMMERSION 


Nous dirons qu’une application d’une surface V dans le 
plan R? de coordonnées (u, ») peut se factoriser par une immer- 
sion dans l’espace numérique à 3 dimensions R*® de coordon- 
nées (u, », w) s’il existe une immersion g de V dans RS telle 
que f = pg, où p est la projection naturelle (u, », w) — (u, #) 


de R® sur R?. 


Tutorime 1. — Une application excellente f d’une surface V 
compacte dans le plan R? peut se factoriser par une immersion g 
dans R® si et seulement si sur chaque composante connexe C; 
du pli C de f le nombre des cusps est pair ou impair suivant 
que C; admet un voisinage orientable ou non. 

" Ainsi dans le cas d’une surface orientable, il faut et il suffit 
que le nombre des cusps soit pair sur chaque composante 


connexe de C. 
4 
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La figure 2 montre un exemple d'une application d’une 
sphère dans le plan qui ne peut se factoriser par une JAMES 
sion. Le pli est formé de deux parallèles C’ et C” contenant 
chacun un cusp; l’image d’une bande bordée par deux paral- 
lèles entre C’ et C” est un ruban en forme de huit bordé par les 


Fie. 2. 


deux courbes pointillées; les courbes représentées par un trait 
fin continu sont les images de paralléles bordant des calottes 
polaires. 

Désignons par f le prolongement de f aux vecteurs tangents 
à V. La restriction de f à l’espace des vecteurs tangents à V 
en un point z de C est une application linéaire dont le noyau 
N(z) est un sous-espace vectoriel de dimension un; on a donc 
le long de C un champ N de directions (non orientées): le 
champ des noyaux de f. 


Le théorème 1 est une conséquence des deux lemmes 
suivants : 


Lemme 1. — Le nombre des cusps sur une composante Cy 
du pli de f est pair si un voisinage suffisamment petit de Cy 
et le champ des noyaux Ng de f le long de Cy sont tous deux 


orientables ou non orientables, impair si l’un est orientable et 
l’autre pas. 


Lemme 2. — L'application excellente f de V dans R? peut se 
factoriser par une immersion g dans R® si et seulement si le 


champ N des noyaux de f le long de C est orientable. 
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Démonstration du lemme 1. — On peut choisir un voisinage U 
de Cy difféomorphe au quotient du plan R?(x, y) par la relation 
d'équivalence associée à l’action du groupe G engendré par 
la transformation 2 = x + 1, y — y ou y = —y suivant 
que U est orientable ou non, le quotient de la droite d: y = 0 
étant difféomorphe à C,. Le champ N, le long de C, se relève 
suivant un champ D de directions dans R? le long de d invariant 
par G. 

Choisissons une orientation de la direction du champ D a 
l’origine et prolongeons-la par continuité à D; nous obtenons 
ainsi un champ D de directions orientées le long de d. Soit 
n,(x) la projection sur l’axe x = 0 du vecteur unitaire définis- 
sant la direction orientée du champ D au point (x, 0). Les 
points (x, 0) de d où D est tangent à d, c’est-à-dire où 
n{x) = O, correspondent aux cusps sur Cy; on vérifie qu’en 
ces points, en revenant aux équations locales d’un cusp, on 
a dn,(x)/da = 0. Si U et N, sont tous deux orientables ou 
non, alors n,(1) = n,(0); si U est orientable et N, ne l’est 
pas ou inversement, alors n,(1) = — n,(0). Ainsi le nombre 
de cusps sur Cy, c’est-à-dire le nombre de zéros de n,(x) sur 
intervalle [0, 1], est pair dans le premier cas et impair dans 
le second. 


Démonstration du lemme 2. — Si l'immersion g existe, alors 
la fonction coordonnée # sur V (c’est-à-dire la fonction wg) 
est telle que, pour tout point z de V, l'intersection des noyaux 


de f et w en tout point z de V est le vecteur zéro, et récipro- 
quement. Ceci équivaut a dire que la fonction » est régulière 
en tout point z de C et que la tangente a la ligne de niveau 
de # en z est transverse au noyau N(z) de f. 

Considérons une métrique riemannienne sur V. Si une telle 
fonction » existe sur V, alors le gradient de w en tout point z 
de C n’est jamais orthogonal au noyau N(z) de f; sa projection 
orthogonale sur N(z) n’est donc jamais nulle et définit une 
orientation de N(z). 

Réciproquement supposons le champ N orientable. Repre- 
non la représentation et les notations de la démonstration 
du lemme 1. Soit n,(x) la projection sur l’axe y = 0 du vecteur 


unitaire définissant la direction orientée du champ D au point 
(a, 0). Comme N est orientable, n,(z) est une fonction de 
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période 1. On peut l’approcher par une fonction différentiable | 


n'(x) de période 1 ayant un nombre fini de zéros sur l’inter- 


valle [0, {[ et une dérivée non nulle en ces points; il en résulte | 


que n’(x) s’annule un nombre pair de fois sur cet intervalle ; 
on peut supposer ce nombre positif, n'(x) devant être 


€ 
ol 


assez proche de n,(x) pour que les vecteurs (n,(x), n,(x)) et. 


(n'(x), n,(x)) ne soient jamais orthogonaux. On peut construire 
une fonction différentiable r(x) de période 1 telle que 


dr (x)/dx = a(x)n'(x), 


où a(x) est une fonction différentiable non nulle. Alors le gra- 


a 


dient de la fonction h(x, y) = a(x)n,(x)y + r(x) n’est jamais | 
orthogonal au champ D; comme cette fonction est invariante s 
par le groupe G, elle définit par passage au quotient une. 


fonction différentiable #, dans le voisinage U de C dont. 


les lignes de niveau sont transverses au champ N, en tout 
point de Cy. Répétant cette construction pour chaque compo- 
sante connexe C, de C, et utilisant le théorème d’extension 
de Whitney, on construira une fonction différentiable » sur V 
qui coincide avec les fonctions construites w, dans un voisi- 
nage des (C;. 


CoRoOLLAIRE. — Soit f une application excellente d'une sur- 
face V dans le plan telle que le pli C de f soit connexe. Alors f 
peut toujours se factoriser par une immersion dans R°. 


Démonstration. — Considérons un voisinage tubulaire U 
de C. Suivant que U est orientable ou non, U est un ruban 
simple ou un ruban de Môbius et la frontière de U se compose 
de deux cercles dans le premier cas et d’un seul dans le second. 
La caractéristique d’Euler-Poincaré y (U) de U est toujours 


zéro. Le complémentaire S de U est immergé dans le plan; : 


c’est donc une surface orientable dont la caractéristique y (S) 
sera pair ou impair suivant que son bord se compose de deux 
cercles ou d’un seul. Donc y(V)=y(U)+ y(S) sera pair ou 
impair suivant que U est orientable ou non; mais d’après 
Thom [1], le nombre de cusps est de méme parité que y(V) 


et le théoréme 1 implique donc bien le corollaire. 


_Généralisation. — Toute application d’une variété V de 
dimension n > 2 dans l’espace euclidien R2"-2 peut étre appro- 
chée par une application différentiable f, qui peut être aussi 
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appelée excellente, dont les points singuliers forment une 
- courbe C : en chaque point z de C, le rang du prolongement de f 
aux vecteurs tangents à V en z est n — 1 et le noyau N(z) 
de cette application est un sous-espace vectoriel de dimension 
un qui n’est pas tangent à C en z. (Cf. [3]). 

Comme précédemment (lemme 2), on montre qu’une appli- 
cation excellente f d’une variété V de dimension n dans R2-2 
peut se factoriser par une immersion dans R2"-1 si et seulement 
si le champ des noyaux N de f le long de C est orientable. 
En général, si V est compacte, on peut orienter N sauf en 
un nombre fini de points qui représentent un cycle homologue 
à zéro dans V, car il est dual à la n-ème classe de Stiefel- 
Whitney normale de V qui est toujours nulle. Donc si C est 
connexe, on peut orienter B et la généralisation du lemme 2 
donne le 


CoRoLLAIRE Bis. — Soit f une application excellente d’une 
variété de dimension n dans l’espace euclidien R?"-2 telle que 
la courbe des points singuliers de f soit connexe. Alors f peut 
toujours se factoriser par une immersion dans R?"-1. 


Remarques 1. — Une construction analogue à celle du 
lemme 2 montre qu’on pourra factoriser toute application 
excellente f de V dans R?"-* par une application dans R?"-1 
qui présente autant de points cuspidaux qu’il y a de compo- 
santes connexes de C le long desquelles le champ N est non 
orientable. 

2. — Si l’on considère R?"—? comme un sous-espace linéaire 
de R2"-1, les mêmes critères s’appliquent pour décider si 
l’application f de V dans R?"? peut être approchée, avec 
approximation sur les dérivées d’ordre < 2, par une immersion 
dans R?"—*. 


II. — SUR LE NOMBRE DES CUSPS 


THÉORÈME 2.— Soit f une application excellente d’une 
surface compacte orientable V dans le plan. Supposons que 
le pli C de f partage V en deux parties V, et V, dont C est la 
frontiére commune. Alors le nombre des cusps de f est au moins 
égal à la différence des caractéristiques d’Euler-Poincaré de V, 


Pet V.. 
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Démonstration. — Rappelons tout d’abord que, d’après, 
Morse, on peut évaluer la caractéristique d’Euler-Poincaré 
4(S) d’une surface S à bord B en comptant convenablement les 
points singuliers d’une fonction différentiable h sur S. Soient : 
(x, y) des coordonnées locales au voisinage d’un point z de B 
telles que S soit défini par y > 0 et B par y = 0; exprimée: 
dans ces coordonnées, h est la restriction au demi-plan y > 0: 
d’une fonction différentiable h’. Si une ligne de niveau de h’ 
est tangente à B en z avec un contact du premier ordre, la 
contribution de z pour le calcul de y(S) sera non nulle seulement 
si le gradient de h’ en z est dirigé vers l’intérieur de 5 et elle » 
sera + 1 ou — 1 suivant que la restriction de f à B a un, 
minimum ou un maximum en z. | 

Soit alors h une fonction linéaire dans le plan telle que 
f(C) ne soit tangent aux lignes de niveau de h qu’en des points 
isolés distincts des images des cusps. Soit h;(1 = 1,2) la restric- — 
tion de hf à V,;. Un point z de V; sera un point singulier de h; 
seulement si ze C et si a) f(C) est tangent en f(z) à une ligne 
de niveau de h, ou b) z est un cusp, car en un tel point le rang 
de la restriction à C de f (et par suite de hf) est zéro. 

Dans le cas a), la contribution de z sera la même par symétrie 
pour le calcul de y(V,) et y(V.). Dans le cas b), le gradient 
de hf en z est dirigé vers l’intérieur de l’une des surfaces V, 
et V, et vers l’extérieur de l’autre; la contribution de z sera 
donc + 1 pour l’une des surfaces et zéro pour l’autre, d’où * 
l'inégalité. 

REMARQUE. — Si l’on a orienté la surface V et le pli C 
au voisinage d’un cusp z, on peut donner un signe à ce cusp 
par la convention suivante : z sera positif si l’orientation de V 
est définie par la tangente orientée de C en z et la normale 
à C en z dirigée vers l’intérieur de C (c’est-à-dire dans le sens 
de l’axe des x positifs dans la représentation locale 2) du § 1). 

Orientons alors la surface à bord V, et la courbe C 
comme le bord de V,; soit n, le nombre des cusps positifs, 
n, celui des cusps négatifs (un cusp z est positif si, au 
voisinage de z, V, est à l’intérieur de €). On a alors la formule : 


XV) — x(V,) = ny — Ng. 


Exemptes. — 4) Si la surface V est un tore et si le 
plu C de f est connexe, alors C borde un disque sur V et 
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lx(V1) — x(V.)| = 2; donc f présente au moins deux cusps. Les 
figures 3 et 4 montrent une telle situation avec le minimum 


Fic. 3. 


de cusps: le trait fin continu borde un disque et le trait 
pointillé borde le complémentaire d’un disque dans le tore 
(c’est-a-dire un disque avec deux anses entrecroisées, comme 
dans la figure 5). 

2) V est une surface de genre deux (sphére a deux anses). 
En généralisant les figures 3 et 4, on peut construire une 
application de V dans le plan dont le pli borde un disque 
avec le minimum de 4 cusps. 

Dans la figure 5, le pli est à la « taille » de V et partage ainsi 
la surface en deux tores troués symétriques. 

Enfin la figure 6 montre un exemple où le pli C est formé 
de deux courbes qui bordent d’une part un morceau d’anse 
(cylindrique) et d’autre par un tore percé de deux trous. 


02 
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Dans tous ces exemples, Yapplication peut se factoriser 
par une immersion dans. R’. 


Fic. 6. 


Généralisation. — On sait, d’après Thom (cf. [1]) et 
Whitney (cf. [3]), que toute application dans R’ d’une variété V 
e dimension 3 peut étre approchée par une application 
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différentiable f, dite excellente, dont les points singuliers sont 
de types S,, S® et S et où f est défini localement par les. 
équations données dans [3], $ 19 (au moins à l’ordre 4). | 

Tutorime 2 bis. — Soit f une application excellente d'une 
variété compacte V de dimension 3 dans le plan. Supposons 
que la surface des points singuliers de f partage V en deux 
parties V, et V, dont elle est la frontière commune. Alors le 
nombre des points singuliers de f de type S$ est au moins” 
égal à la valeur absolue de y(V,) —y(V;). 

La démonstration est semblable à celle du théorème 2. 
On choisit dans R® une fonction linéaire telle que les variétés 
de niveau de h coupent « génériquement » f(V) et on évalue 
4(V,) et y(V,) en comptant les points singuliers des restrictions 
de hf à V, et V,. La différence des contributions d’un point 
ze V,n V, dans le calcul de y(V,) et y(V.) sera non nulle 
seulement si z appartient à la courbe C des points singuliers 
de type S de f et si la restriction de hf à C a un minimum 
ou un maximum en z; dans le premier cas cette différence” 
est — 1, et dans le second + 1. Ainsi la différence des caracté-* 
ristiques de V, et V, sera au moins égale à la somme des diffé-« 
rences du nombre des maximas et des minimas de hf sur“ 
chaque composante connexe de C; cette somme est elle-même” 
au moins égale au nombre des points de rebroussement de* 
f(C), c’est-à-dire au nombre des points de type S de f. | 

| 
t 
| 


IV. — DEGRÉ NORMAL DU BORD D’UNE SURFACE 
IMMERGÉE DANS LE PLAN. | 


un 


_ Soit V une surface à bord C immergée par une application 
différentiable f dans le plan. L'orientation naturelle du plan 
induit une orientation sur V; orientons alors C comme le bord“ 
de V, | 

C est une réunion de cercles orientés C,, asa, Gp Sorte nate 
nombre de tours que fait la normale (ou la tangente) à C, 
lorsqu'on fait une fois le tour de C; dans le sens de son. 
orientation. L’entier somme des n(u=4, 2, .,.,.k) sera | 
appelé le degré normal de C immergé par "À 


TO je 
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THÉORÈME 3. — Le degré normal du bord d’une surface V 
compacte immergée dans le plan est égal à la caractéristique 


@ Euler-Poincaré de V. 


Démonstration. — On considère une fonction linéaire h dans 
le plan telle que f(C) soit tangent aux lignes de niveau de À 
en un nombre fini de points et avec un contact d’ordre 1. 
Pour tout point z de C, soit v(z) la normale unité à f(C) en 
f(z) orientée de manière à ce que la tangente orientée à f(C) 
en z et y(z) définissent l'orientation positive du plan (autre- 
ment dit v(z) est dirigé vers l’intérieur de f(V)). L'application v 
de C dans le cercle unité S' est différentiable et le point » 
correspondant à la direction du gradient de h est une valeur 
régulière de y (c’est-à-dire que le rang de v en tout point z 
ou, v(z) = y est un). Donc le degré normal, qui n’est autre 
que le degré de y, est égal à la somme algébrique des points z 
de C tels que v(z) = n, le point z étant compté positivement 
ou négativement suivant que y en z applique l’orientation de C 
sur l’orientation de S! ou sur son opposée; ceci équivaut à dire 
que la restriction de hf à C a un minimum ou un maximum en z. 
Cette somme est donc aussi égale à la caractéristique de V 
(cf. démonstration du théorème 2). 


Généralisation. — Soit V une variété compacte de dimen- 
sion n à bord C immergée par f dans l’espace numérique R”. 
Comme précédemment V est munie de l’orientation induite 
par celle de R” et C est orienté comme le bord de V. Si à 
chaque point z de C on fait correspondre la normale unité 
à f(C) en f(z) orientée du côté de f(V), on obtient une applica- 
tion y de C dans la sphère unité S"1; le degré normal de C 
immergé par f sera la somme des degrés des restrictions de y 
à chaque composante connexe de C. La même démonstration 
donne le même résultat : 


TutorimeE 3 bis. — Le degré normal du bord d’une variété 
compacte V de dimension n immergée dans R" est égal à y(V). 
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PHÉNOMÈNES DE PERTURBATION SINGULIÈRE 
DANS LES PROBLÈMES AUX LIMITES 


par Denise HUET (Dijon). 


INTRODUCTION 


Initialement, notre but était l’étude des deux problèmes 
suivants, où ( désigne un ouvert de R", et « un paramètre 
réel strictement positif. 


PROBLÈME 1. — Étant donnés deux opérateurs différen- 
tiels A et B, avec ordre de A supérieur à ordre de B, que fait, 
quand e —> 0, la solution d’un problème aux limites sur 0, 
relatif à («A + B)u, =f, où f est donnée. En particulier, u. 
converge-t-elle vers la solution u d’un problème aux limites 
relatif à Bu = f. 


PROBLÈME 2. — Désignant par ¢ une variable réelle > 0, 
par D l'opérateur (d/dt), par A(t) et B(t) deux opérateurs 
différentiels en x, (xe R"), dépendants du temps, avec ordre 
de A(t) supérieur à ordre de B(t) pour chaque t, que fait, 
lorsque € —> 0, la solution u, d’un problème de type mixte 
relatif à (sA(t) + B(t))u. + Du. (resp. D?u,) =f, où f est 
donnée. En particulier, u. converge-t-elle vers la solution u 
d’un problème de type mixte, relatif à B(t)u + Du (resp. 
Diu) = f. 
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Pour étudier ces deux problèmes qui entrent dans un 
nombre important de problèmes de physique mathématique 
et de mécanique, (cf. Friedrichs [2]) nous avons utilisé systé- 
matiquement la méthode de résolution des problèmes aux 
limites de M. Lions (voir la bibliographie). Ceci nous a 
amenés à faire entrer les problèm es 1 et 2dans des problèmes 
plus généraux : 


ProsiimeE 1 bis. — Étant donnés une famille d’opérateurs 
B. et un opérateur B, à quelles conditions la solution d’un 
problème aux limites relatif à B.u. = f, converge-t-elle, vers 
la solution d’un problème aux limites relatif à Bu = f. 


PROBLÈME 2 bis. — Étant donnés un opérateur dépendant du 
temps B(é) et une famille d’opérateurs dépendants du temps 
B.(t), à quelles conditions la solution d’un problème mixte 
relatif à B.(t)u. + Du. (resp. D?u,) = f converge-t-elle vers 
la solution d’un problème mixte relatif à Bu + Du (resp. 
D'u) = f. 

Le chapitre 1 étudie le problème 1 bis et le chapitre 1 le 
problème 2 bis. 


CHAPITRE 1. 

Après avoir rappelé au n° 41, la méthode de résolution des 
problèmes aux limites de M. Lions, nous établissons au n° 2, 
les théorèmes de convergences. On se donne trois espaces de 
Hilbert, V, W, et H, avec Vc WcH, et V dense dans H. 
On désigne par Vw) l’adhérence de V dans W, muni de la 
topologie induite par W. On prend sur V (resp. W) une famille 
de formes sesquilinéaires continues b (e; u, ») (resp. une forme 
sesquilinéaire continue 6(u, ») ), qui définit une famille d’opé- 
rateurs B. (resp. un opérateur B), soit N, (resp. Ns) l’espace 
attaché à b(e; u, ») sur V (resp. à b (u, ») sur Viw,). Le théo- 
rème 1.2, (resp. 1.3) établit la convergence dans W faible 
(resp. W fort) de u, solution de B.u. =f, u.e N., f donné 
dans H, vers la solution u de Bu=f, ue Ng. Dans le cas 
particulier du problème 1, on obtient un résultat très simple : 
si a(u, ) est une forme sesquilinéaire continue sur V, et si 
b(e; u, ¥) = ea(u, ») + bu, 9), alors, si b(u, ») est elliptique 
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Sur Viw,, et si ea(u, ) + b(u, v) est elliptique sur V, pour € 
- assez petit, la solution u, de Bu. —f, u.eN., converge 
dans W fort vers la solution u de Bu = f, we Np, c’est Pobjet 
du théorème 1. 4. 

Le n° 3 donne des exemples d’application de ces résultats 
aux équations aux dérivées partielles et aux systèmes diffé- 
rentiels. 

Dans les n° 4 et 5, nous avons essayé d'améliorer (dans le 
cas du problème 1) les résultats du théorème 1. 4, en faisant 
des hypothèses de régularité supplémentaires sur Q, A, B et 
f, et en utilisant les résultats de Friedrichs [1] Nirenberg [1], 
et Browder [1]. Les résultats du n° 5, étudiant la convergence 
à la frontière sont quelque peu négatifs. 

Dans le n° 6, nous étudions, dans le cas général, la conver- 
gence des valeurs propres et des fonctions propres de B.. 


CHAPITRE 2. 

Reprenant les notations du chapitre 1, et désignant par 
H(t; E), l’espace des distributions en ft, à valeurs dans un 
espace de Banach E, à support limité à gauche, on établit 
dans le n° 1, la convergence dans ®.(t; W) de la solution u, 
du problème mixte B.u. + Du. (resp. D?u,) = T, u.e D. (t; N.), 
où T est donnée dans 91 (t; H), vers la solution u de Bu + Du 
(resp. D?u) = T, u © Di(t; Ns). 

Les numéros suivants concernent des opérateurs et des 
conditions aux limites dépendant du temps. On obtient l’opé- 
rateur B,(t) (resp. B(t)) et l’espace N.(t) (resp. Na(t)) à partir 
de la famille de formes sesquilinéaire b(e; t; u, ¥) (resp. 
b(t; u, v)). Le n° 3 établit des théorèmes de convergence 
- fine pour chaque ¢ >0, dans W, et dans L° ((0, s); W) 
de la solution uft)eN.(t) de B,(é)u.(t) + Du,(t) (resp. 
D?u,(t)) = h(t), avec les conditions initiales u,(0) = 0 (resp. 
u.(0) = u’.(0) = 0) vers la solution u(t) e Nat), de 


4 


B(t)u(t) + Dult) (resp. D'u(t)) = h(t), 
avec les conditions initiales u(0) = 0 (resp. u(0) = u’(0) = 0), 
où A(t) est une fonction donnée à valeurs dans H. C'est 
l’objet des théorèmes 2. 8, 2. 9, 2. 10 et 2. 11. Le n° 4 donne 
des applications et des exemples. 
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L'essentiel de ce travail a été résumé dans D. Huet [4] 
et [2]. | 
Je suis heureuse de pouvoir remercier très vivement M. Lions 
de m'avoir suggéré ces problèmes et de m’avoir apporté une | 
aide constante tout au long de ce travail. Ses nombreuses 
remarques m'ont permis des améliorations très sensibles. ! 
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CHAPITRE PREMIER 


PERTURBATION SINGULIERE D’OPERATEURS ELLIPTIQUES 


1. — Préliminaires. 


Nous rappelons dans ce numéro les éléments essentiels de la 
méthode de résolution des problèmes aux limites de M. Lions (1) 
que nous utilisons constamment dans la suite. 

On se donne un espace de Hilbert H dont on note la norme 
par |u| et le produit scalaire par (u, v). Soit V un espace de 
Hilbert avec (?) 


AE à VcH et V dense dans H. 


Soit a(u, #) une forme sesquilinéaire continue sur V. 


Espace N et opérateur A associés à a(v, u) sur V. 

On appelle espace N associé à a(u, ») sur V, l’espace des 
ueV tels que l’application » > a(u, ») soit continue sur V 
muni de la topologie induite par H. Comme V est dense dans 


H, pour ue N, il existe Ave H tel que 
(1, 2) a(u, ») = (Au, 9) pour tout ve V 


ce qui définit l’opérateur A'application linéaire de N dans H. 
On munit N de la topologie la moins fine rendant continues 
les applications u > u de N dans V et u > Au de N dans H. 


(1) Voir Lions [1] chapitre 1. 
(2) E et F étant deux espaces vectoriels topologiques, ECF signifie que E est 
contenu dans F et possède une topologie plus fine que celle induite par F. 
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Formes a(u, ») V-elliptiques. 


Dérinirion 1.1. — Nous dirons que la forme a(u, 9) est 
V-elliptique, s’il existe un nombre «> 0, tel que 


(1,3) Re{a(u,u)] > allul} pour tout ueV(*) | 


Posons | 
(1,4) aus) = (alu, s)+ af) | 
et 
(1, 5) a(u, ¥) = 5 (alu, v) — a(v, u) fe 


Alors a(u, #) = a,(u, #) + ia,(u, »). De plus a,(u, ») et a, (ue)! 
sont hermitiennes. Dire que a(u, +) est elliptique sur V, revient, 
à dire que a,(u, #) définit sur V un produit scalaire équivalents 
à (u, #)y. | 


Théorème d'isomorphisme. 
On peut se poser les problèmes suivants : 


PROBLÈME 1. 1. — f étant donnée dans H, existe-t-il u dans 


N tel que Au = f? 


| 


; 


| 


| 


et 

PROBLÈME 1. 2. — f étant donnée dans H, existe-t-il u dans Vw 
tel que 

(4, 6) a(u, ») = (f, ») pour tout geV 

On a alors les résultats suivants (‘) : 

Proposition 1.1. — Les problèmes 1. 1 et 1. 2 sont équiva- 
lents. | 
et 


THÉORÈME 1. 1. — Si a(u, ¢) est V-elliptique, A est un iso- | 


morphisme topologique de N sur H. 


Par suite, si a(u, ») est V-elliptique, le problème 1. 4 admet 


une solution et une seule. 


(8) Re désigne la partie réelle. Pour tout espace de Hilbert V, (u, »)y âcétgne 
le produit scalaire, et ||u||y la norme dans V. 
(4) Voir Lions [3], p. 22. 
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Problèmes non homogènes. 

On suppose qu'il existe une espace vectoriel topologique 
E, et un opérateur A, application linéaire continue V dans 
_E, tel que A h=Ah pour tout heN. 


Soit f donnée dans H, et h donnée dans V tel que Ahe H. 
Soit le 


PROBLÈME 1. 3. — Trouver u dans V tel que 
Au=f; u—heN. 
On pose U=u—h; on alors AU=AU=f—AheH. 


On est alors ramené au problème 1.1 Par suite, si a(u, v) 
est V-elliptique, le problème 1. 3 admet une solution et 
une seule 


Opérateur de Green. 

Dans le cas où a(u, ») est V-elliptique, A est un isomor- 
phisme de N sur H. L’opérateur G, inverse de A, isomorphisme 
de H sur N est appelé opérateur de Green de la forme a(u, 9). 


Cas particuliers. 

Soit Q un ouvert quelconque de R’; D(Q) désigne l’espace 
des fonctions indéfiniment dérivables à support compact, 
sur (, muni de la topologie limite inductive habituelle (°); 
D'(Q) est l’espace des distributions sur Q. 

Un cas important pour les équations aux dérivées partielles 
est celui où V et H sont tels que 


Er aoe Ve F et  D(Q) dense dans H. 
On peut donner alors une autre caractérisation de N et de A. 


Pour u fixé dans V, 9 > a(u, +) est une forme semi-linéaire 
continue sur 9(Q), donc définit ou e D’(Q) tel que 


(4, 8) a(u, 9) = (Hou, 9) 
(le crochet désignant la dualité entre D(Q) et D’(Q)) ce qui 
définit comme application de V dans 9'(Q). Soit % l’espace 
des we V avec -bue H et 

(1,9) au, v) = (dou, 9) pour tout ve V. 

(5) Voir Schwartz [1]. 
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ù 
On munit % de la topologie la moins fine rendant continues f 
les applications u — u de % dans V et u > bu de % dans H.. 
On a alors la (°) | 


Proposition 1.2. — N = % et A=. | 

Sous l'hypothèse (1, 7), si a(u, ») est V-elliptique, la restric- 
tion de l’opérateur de Green à 9(Q) est une application liné- « 
aire continue de 9(Q) dans ®’(Q) et réciproquement la restric- 
tion de G à 9(Q) définit complètement G puisque D(Q) est 
dense dans H. Mais d’après le théorème des noyaux (‘), G 
définit un élément G,, de ®2’(Q, X Q,): On appelle G:,, 
le noyau de Green de la forme a(u, v) sur V. | 

Un autre cas important pour les systèmes d'équations aux 
dérivées partielles est celui où (*): 


ee Ua (9(Q))® ce Ve He (9"(Q))® 


avec (D(Q))" dense dans H (’). 

Le théorème 1.1 permet de résoudre de très nombreux 
problèmes aux limites elliptiques (*°). La résolution de ces 
problèmes nécessite l’introduction d’un certain nombre d’es- » 
paces fonctionnels dont nous allons parler brièvement main- 
tenant. 


Espaces H*(Q), pour k entier > 0. | 

Pour k = 0, H° (Q) est l’espace, en général noté L?(Q), des 
classes de fonctions de carré sommable sur Q, espace Hilber- 
tien dont on désignera le produit scalaire par (u, ») et la — 
norme par |u. Pour k entier > 0, H*(Q) désigne l’espace des : 
ue LQ), tels que D’ueL?(Q), pour tout [pl <k, (*) — 
muni du produit scalaire (u, ¢),= Y (D’u, D’), qui en fait © 


| IPS 

un espace de Hilbert. On désigne par H#(Q) l’adhérence de © 
(2) dans H*(Q), muni de la topologie induite. Soit K”(Q) 
l’orthogonal de H"(Q) dans H™(Q). 


(8) Voir Lions [3] p. 29. 

(") Voir Schwartz [4]. 

(8) De façon générale E étant un espace vectoriel topologi EN dési 
produit Ex.,.xE: N facteurs. pologique, signe le 

(*) Voir Lions [1], p. 36. 

(") Voir Lions [1], [2], [8], [4], Lions-Schwartz [1]; Schwartz [2] et [3]. 

(*) On utilise la notation condensée: p = (Py, +, Pn)s |p| = py + -* p, 


et jp ered dede 
Se 
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On désigne par la frontière de Q. Dans tout ce qui suit, 
- on suppose que [' est une variété indéfiniment différentiable, 
de dimension n — 1. Soit L? ([') l’espace des classes de fonc- 
tions de carré sommable sur [' pour la mesure superficielle ds. 


Espaces H”([) et H7(I') (‘). 

Opérateur y. 

On sait qu'il existe une application linéaire continue et 
une seule u — yu de H1(Q) dans L*([), telle que you coincide 
avec u sur I’ lorsque we C(Q), espace des fonctions qui sont 
restriction à ( de fonctions de 9(R"). Si maintenant u e H"(Q), 
et si on désigne par du/dv la dérivée normale de u par rapport 
à |’, on pose y,uU = Yo (d*u/dv'), O< k << m— 1, ce qui défi- 
nit une application linéaire continue de H"(Q) dans L2(l'). 
On définit encore pour ue H”(Q) 


Y(u) = (You, YU, ---, Yn_iu) € (L*(T))”. 
Espace H"([’). 


Il est facile de voir, en utilisant une partition de l’unité, 
puis un système de coordonnées locales, que, pour toute 
fonction fe (D(I))”, il existe une fonction P(f) e H"(Q) telle 


at y(P(f)) = f. 


Soit À (f) la projection de P(f) sur K"(Q). Alors h(f) est unique 
élément de K”(Q) tel que 


y(A(f)) = f. 


On peut donc définir intrinséquement, sur (D(I'))”, une struc- 
ture préhilbertienne en posant : 
(1, 11) (f gamer) = (A(P); (8) )m 


H,,([) est l’espace de Hilbert, ns Si de (DI'))" pour la 
structure (1, 11). C’est un espace de fonctions. 
On a la 


Proposition 1.3. — L'application u — yu de C(Q) dans 
(D([))" se prolonge par continuité en une application linéaire 
continue u —> y u de H" (Q) dans H"(l). 


(2) Voir Lions [2]. 
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Espace H7 ([), k < m—1. 
Soit feD(T). On pose fx = (0 ,..., 0, f, 9, vs 0) et 


KA m — k 


P,(f) = P(f,). Alors on a y,(P,(f)) = f. Soit V, le sous-espace « 


orthogonal dans H"(() du sous-espace des u tels que yxu = 0. 
Si on désigne par h,(f) la projection sur V, de P,(f), h;(f) est 


uniquement déterminé et est l’élément de V, vérifiant 
VF) = f. 
“On désigne par H”(T') l’espace de Hilbert complété de D(l) 
pour la structure 
(4, 12) (f, gare = (x?) hy( 8) )m- 
On a la 


Proposition 1. 4. — L’application u — y;u de C(Q) dans 


| 


D(T') se prolonge en une application linéaire continue, encore « 


notée u—> y,u de H"(Q) dans H}(T). 


Donnons enfin quelques définitions sur les opérateurs de 


dérivation transversaux, utiles dans les problémes de dérivées 


obliques. 
Soit un opérateur différentiel 


B = ¥\b,(2)D? 


dont les coefficients b,(x) sont indéfiniment différentiables, 
bornés dans R” ainsi que leurs dérivées d’ordre < m. Dans le 
cas où Q est l’ouvert x, > 0 de frontière x, = 0, l’ordre de 
transversalité de B par rapport à Test le plus grand p, pos- 


| 
| 


| 


sible pour lequel b,(x, ... 2,_,, 0) ne soit pas identiquement : 


nul. Si l’ouvert Q a pour frontière une variété indéfiniment 


différentiable de dimensions n — 1, quelconque, on définit — 
l’ordre de transversalité de B en un point ae’, u(a), de façon 


évidente, à l’aide d’une carte locale, déterminée par x — ¢(x) = 3 
en prenant pour &, la distance de x à I’. L’ordre de transver- 
salité de B par rapport à l'est le plus grand des nombres 
u(a) quand on parcourt I. 

Opérateurs BI. 


On définit une application uw — Blu de C(Q) dans 9), 
par Blu = ÿ,(Bu). En imposant certaines conditions à B et 
à I’, on peut prolonger cette application en application linéaire 


continue de H"(Q) dans H’? ([) dual de H7([) 
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2. — Position du problème. Théorèmes de convergence. 


Soit V et W deux espaces de Hilbert, avec 

(1, 13) VcWcH, V dense dans H. 

On désignera par V(w, l’adhérence de V dans W, muni 
de la topologie induite par W. 

On prend sur V (resp. W) une famille de formes sesqui- 
linéaires continues b(e; u, v), 0 <e<& (#), (resp. une forme 
sesquilinéaire continue b(u, »)). On dira que l'hypothèse 


(1, 14) (resp. (1,15), (1,16), (1,17)) est vérifiée si on a 
(1, 14) e — b(e;u, ») est continue sur € < €5, pour tout u, ye V 
(resp. 


(1, 15) b(e; u, o) > b(u, v) pour tout u, »e V quand e>0 
(1, 16) (condition d’ellipticité) il existe a(e) >> 0, a(e) 0 


avec & et B > 0, tels que: 
Reb(s; u, u) > a(e)[lul + Blu pour tout ueV et e<ép 
(4, 17) condition d’ellipticité sur b(u, ») : il existe y > 0 tel 
que 
Reb(u, u) > Ylld[w pour tout (ue Vow) 


Soit f donné dans H, et une famille f., de H, e < &. Nous 
dirons que f. vérifie (1, 18) (resp. (1, 18’) (1, 18”)) si on a 


(1, 18) f. = f dans H quand € — 0 
(resp. 

(4,18) f. — f faiblement dans H quand € > 0 

(i, 48”) f, est bornée dans H). 


Soit N, et B. (resp. Ns et B) l’espace et l’opérateur attachés 
à b(e; u, ») (resp. à b(u, »)) sur V (resp. Viw)). 
Sous l'hypothèse (1, 16), soit w. la solution dans V de 


(1,19) d(e;u,+) = (fs) pourtout veV;ie< €. 


(3) Dans tout ce travail, « désigne un nombre réel > 0. On le ne répètera plus. 
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(ou ce qui est équivalent, d’après la proposition 1. 1, la solu- 


_ tion de 
(ino DATE u, € N,). | 
Nous nous proposons d’étudier le comportement de uw 


quand € —> 0 (#4). 
Nous avons le premier résultat suivant : 


Proposition 1.5. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16) 


et (1, 18”), u, solution de (1, 19) est borné dans W, et |b(e; u., u.)| 
est borné. De plus (a(e))'” u. est borné dans V. 


DÉMONSTRATION. — Ecrivons (1, 19) pour » = u,: 


B(e; Us, Uz) — Al ss u.). 
On en déduit 


Ib(e; We, Ue)| <|fe| |e] < Ki {fe [ludlw. 
où K, est indépendante de €. Donc, en particulier: 
Re b(e; ue, ue) < K;/fel|lulw 


On en déduit facilement la proposition, en utilisant (1, 16) 
pour minorer le premier membre, et (1, 18”) pour majorer le 
second. 

Notons que l’on a: 


(1, 20) ||uellw < Ke A 

Ou K, est indépendante de «. 

Soit, maintenant, sous l’hypothèse (1, 17), uw la solution 
dans Vw, de 

(4, 21) b(u, ») = (f, ») pour tout » e Vw, 
ou, ce qui est équivalent de 

(4, 24’) Bu = f; we Ng. 

Nous avons alors le premier théoréme de convergence: 

Tutorime 1.2. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16), 
(Ara Teds 18") et 


/ 


| Pour toute famille w, de V, pour laquelle|b(e; w., w.)| 
est borné, b(e; #., ¥) —b (w., ») > 0, pour tout 
ve V, quand € — 0 | 


(1, 22) 


(4) Certains aspects de ce problème sont étudiés dans Visik-Liousternik [1] dans 
le cas du problème de Dirichlet. 


| 
t 
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u. solution de (1, 19) converge, dans W faible vers u solution 


» de (1, 21). 
DÉMONSTRATION. — D’après la proposition 1. 5, u, est 


borné dans W. De toute suite Uz, on peut donc extraire une 
sous-suite uw, convergent, dans W faible, vers ; mais on a 


b(e;; ue, ¥) = (fey 9) pour tout ve V. 


Le second membre, d’après (1, 18’) converge vers (f, »). 
Le premier membre peut s’écrire : 


| b(e;3 Ue, #) — bu, v)} + bu, 9). 
D’après la proposition 1. 5, on peut appliquer (1, 22) à u,. 
Par suite le terme entre accolade tend vers 0. D’autre part, 
comme u..—># dans W faible, b(u., +) > b(w, »). 
On a donc 


b(w, v) = (f, ») pour tout »eV donc pour tout pe Vi. 


_ Par suite w = u, ce qui démontre le théorème. 
Nous avons enfin le théorème de convergence forte : 


THÉORÈME 1.3. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16), 
(1, 17), (4, 18), (1, 22) et 
(1, 23) (resp. (1, 23’)): il existe Ô(e), Ô(£) > 0 avec ¢, (resp. 
d(e), d(e) —> 0 avec €, et A > 0) tel que 
Refb(e; », #) — b(v, #)} + Ô(e) Reb(v, ») > 0 | 
(resp. Ref b(e; », ¥) — b(, v)} + Ô(e)Reb(s, ») > Aa(e)|o|fv) 
pour tout ve V. 
Alors u. —> u dans W fort (resp. u; > u dans W fort et 
. (a(e))' ue —> 0 dans V). 
DÉMONSTRATION. — On a 
(1, 24) Refb(e; ue, ue) — b(u,, Ue) + b(u —u, Ue — u)} 
= Re} (fz, Ue) — (f Ue) + b(u— us, u)}. 
D’après (1, 18) et le théorème 1. 2, le second membre de 
cette égalité tend vers 0. Quant au premier membre, il est 
minoré, d’aprés (1, 17) et (1,23) (resp. (4, 23’)) par 
— 6(e)Reb(u., u.) + y [lue — ullw 
(resp. Aa(e) ||wel|* — (e) Reb (ue, we) + yilu —ullw). 
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D'où le théorème, puisque, u. étant borné dans W, et 4(¢) 


convergent vers 0, Ô(e)Reb(u., u.) converge vers 0. 


Cas particuliers. 
1° Cas ow b(e; u, ») est linéaire en «. — On prend V et W 


oe me na ee 


avec (1, 13), puis sur V (resp. W) une forme sesquilinéaire « 
continue a(u, ») (resp. b(u, #)) et on fait les hypothèses ~ 


d’ellipticité suivantes : 


(1, 25) b(e;u, ») = ea(u, ») + b(u, +) est elliptique sur V © 


pour € < £p. 


(1, 26) b(u, 9) est elliptique sur Von. 


Nous avons dans ce cas le théorème de convergence très « 


simple suivant : 


THéoORÈME 1. 4. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 18), « 
(1, 25) et (1, 26) la solution u. de (1, 19) converge, quand € 0, « 
dans W, vers la solution u de (1, 21). De plus «'"u, — 0, dans V. « 


Démonstration. — Nous pouvons, sans nuire à la géné- : 
ralité, supposer que & = 1. L'hypothèse (1, 25), écrite pour 


e = 1, signifie qu’il existe » > 0 tel que 
(1,27) Re(a(v, ¥) + b(v,0)) > ul pourtout ve V. 
Comme pour tout pe V, Reb(v, ») > 0, on aura: 
(1,28)  Re(ea(e, ») + be, 9) > wellolf 


pour tout pe V et toute < 1. 
Cependant, si Rea(v, ») <0, poure <1, ona 


eRea(v, ») > Rea(v, »), 
donc 


(1, 29) Re(ea(y, ») + b(v, »)) Sullolfy pour «<4, 
et tout ve V vérifiant Rea(», ») < 0). 
L'hypothèse (1, 26) signifie qu’il existe y > 0 tel que 
Reb(e, ») > lolly 
pour tout ve Vow). On a donc aussi: 
(1, 30) Re(ea(v, 9) + b(v, ¥)) > yllolfv pour € <4 
et tout pe V vérifiant Rea(y, ») > 0. 
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Réunissant (1, 29) et (1, 30) on voit qu'il existe y > 0, 
. tel que 


(4, 31) Re(ea(v, ¥) + bo, »)) > vel 


pour toutve Vete<1 
Réunissant (1, 28) et (1, 31) on déduit : 


Sees 2 ve 2 
2,39) À Rate, ¢) + D, »)) > 5 ellellh + > lll. 
pour tout ve V et tout € < 1. 


_ Par suite l'hypothèse (1, 16) du théorème 1. 3 est vérifiée. 
D’autre part, si Re(ea(w., w.) + b(w., w.)) est borné, alors, 
d’après (1, 32) e*#,. est borné dans V, done ea(w., ») > 0 
pour tout se V, ce qui n’est autre que (1, 22). 

Enfin, d’après (1, 27) on a: 


(1,33) Refea(v, »)} + eRe b(v, ») > malo] pour tout » e V 
et € < 1. 


ce qui n’est autre que (1, 23’). Le théorème 1. 4 résulte donc 
du théorème 1.3. 


REMARQUE. — Posons u,; —u=e'y, On a, pour tout 
ve V 
ea(u., ¥) + &*?b(¢,, 9) = 0. 


Donc, après division par e‘*, puisque «” u. 0 dans V, 
on obtient lim b (#., #) = 0 pour tout ve V. 


ce 0 
20 Cas où b(e; u, v) — blu, ») est elliptique sur V. — Expli- 
citons encore le théorème, dans ce cas: 


TutorEme 1.5. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 15), 
(1, 17), (1, 18) et 

(1, 16’): il existe a(e) > 0, a(e) — 0 avec € tel que 

Ref b(e; », ») — b(v,v)} > a(s)[ll]v pourtout ve V. 

Alors u. solution de (1, 19) converge dans W vers u solution 
de (1, 21) et (a(e))'?u. = 0 dans V. 

DÉMONsTRATION. — Il nous suffit de montrer que (1, 15) 
et (1, 16’) entraînent (1, 22). Posons 


a(e; u,v) = b(e; uv) —b(u,;s) pour u, ve V. 
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D’après (1, 16’) Re a(e, », ») définit sur V, une norme (dépen- 
dant de €) équivalente à ||p||y. D’autre part, d’après (1, 15), 
la norme de l'application u, » > a(e; u, v), dans l’espace des 
formes sesquilinéaires continues sur V X V, est bornée. Par 
suite 


la(e; #., v)| <'K (Reale; me, »,))'” (Rea(e; », #)® 


où K est indépendante de &. 

Or, dans ce cas, d’après (1, 16’), si w. e V vérifie |b(e; w., w.)| 
borné, alors, on a Rea(e; w., w.) borné. D’autre part, a(e; », ») 
converge vers 0, d’après (1, 15). D’où le résultat. 

3° Cas où b(e; u, v) et b(u, v) sont hermitiennes. — Nous 
nous bornons ici au 


LEMME 1.1. — Si b(e; u, v) et b(u, s) sont hermitiennes, 
les hypothèses, (1, 15), (1, 16) et (1, 23) entraînent (1, 22). 


DÉMONSTRATION. — D’après (1, 23), 
c(e; u, ¥) = (b(e; u, ») — b(u, »)) + À(e) b(u, ») 


est alors une forme hermitienne positive. On a donc d’après 
Pinégalité de Cauchy-Schwarz : 


Ice; We, | (c(e; We, 627) 2 (c(e; 9, 9). 


Or, si , vérifie |b(e; ,, w.)| borné, alors c(e; w., #,) est 
aussi borné, d’après (1, 16), et c(e; », ») +0 avec € d’après 
(1, 15). Par suite c(e; w., ») 0 pour tout ve V, d’où le 
résultat. 


Cas particulier des équations aux dérivées partielles. 
Soit Q un ouvert de R". Prenons V, W et H tels que 


(1,33) DQ)¢VeWcH;  D(Q) dense dans H. 


Nous reprenons ensuite les hypothèses du théorème 1.3. 
Soit G, (resp. G) l'opérateur de Green attaché à b(e; u, +) 
sur V (resp. à b(u, ») sur W). Désignons par G, (resp. G) la 
restriction de G, (resp. G) à D(Q,), et par G£, (resp. G, o 
le noyau de Green défini par G, (resp. G). 


NS SA ee a 
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Il résulte de (1, 20) que les G, forment un ensemble 


- équicontinu de £(H; W) (‘*). D’autre part, d’après le théo- 


RÉAL. 


rème 1. 3, G, >G dans 4(H; W). Par suite, les G, forment un 
ensemble équicontinu de £(9(Q,); D’(Q,)) et G,+>G dans 
£(D(Q,); D’(Q,)). Mais, sur un ensemble équicontinu de 
£(D(Q,); D’(Q,)) la topologie de la convergence simple et la 
topologie de la convergence uniforme sur les parties précom- 
pactes de D(Q,,) sont identiques (**). D’autre part, sur D(Q,), les 
ensembles bornés et les ensembles relativement compacts sont 


aussi identiques ('"): Par suite, G, >G dans 4(9(Q,); 9’(Q,)). 


Comme d’autre part les espaces £,(D(Q,,) ; D’(Q,)) et D'(Q, x Q,) 
sont isomorphes topologiquement ("*), G,,—G;, dans 


D'(Q, x Q,). D’ow le 


Tutorime 1.6. — Sous les hypothèses (1, 33), (1, 16), 
(4, 17), (4, 22) et (1, 23), le noyau de Green Gi, défini par 
b(e; u, ») sur V, converge dans D'(Q, x Q,) vers le noyau de 
Green G,, , définie par b(u, v) sur Vcw). 


Problémes aux limites non homogénes. 
Reprenons les hypothèses et les notations du théorème 1. 3. 
Supposons en outre 


(1,34) Il existe un espace E (resp. un espace E,, ¢ < €) et 
un opérateur Be {W, E) (resp. B.e 4(V, E,) tel 
que Bh= Bh pour tout he Ng (resp. B.h = Bh 
pour tout he N,). 


Soit he W et une famille h. e V, tels que 


h: > h dans W à 
(4, 35) B.h. e H; Bh e H et B.A, > Bh dans H quand € + 0. 


On a alors le 


(45) De façon générale, E et F étant deux espaces vectoriels topologiques, 4(E; F) 
désigne l’espace des applications linéaires continues de E dans F. Si on munit cet 
espace de la topologie de la convergence simple (resp. bornée). (Voir Bourbaki [1]) 
on le note £,(E; F) (resp. £,(E; F)). 4 

(6) Voir Bourbaki [1] chap. 111, p. 23, proposition 5. 

(7) Voir Schwartz, [1], tome I, p. 70, théorème VII. 


 (#) Voir Schwartz [9], p. 93, proposition 25. 
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Taéongue 1.7. Sous les hypothéses du théoréme 1. 3 
ainsi que (1, 34) et (1, 35) la solution u, de 
Bu. =f; u,—h, e N. 
converge dans W vers la solution u de 
Bu = f; u—he Nz. 
DÉMONSTRATION. — Posons U, = u;—h, et U=u—A. 


Alors U. (resp. U) est solution de 


B.U. BU; = f, —B.h. ==: F.eH; U. e N. 
(resp. i i 
Bu = BU = f—Bh=FeH; UeNs 


d’après (1, 18) et (1, 35) F,>F dans H. Le théorème 1. 78 


résulte donc du théorème 1. 3. 


Propriétés de continuité de l'application € — u.. 


THéorèMEe 1. 8. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16) et « 
(1, 18 bis) l’application « — f. est continue de ]0, eo] dans H et . 


Pour tout ¢, € ]0, &] et toute famille w, bornée dans 
V pour « assez voisin de &,, 


(1, ) (b(e; We, ©) — b(e:; We ©) — 0) 
quand ¢ — £,, pour tout v e V (ceci entraîne (1. 14)) 
et 
Pour tout e, € ]0, €,], il existe d(e, 1) > 0, Ô(e, e,) +0 
quand ¢->&,, tel que 
(1, 23” 


pour tout ve V. 


_ Alors Vapplication « > u, définie par (1, 19) est continue 
de |0, &] dans V. 
La démonstration est celle du théoréme 1. 3, avec V = W. 


Re} b(; ¥, ) —b(e,; 9, #) } + 8(e; &,) Reb(e,; 9, ¢) >0, « 


CoroLLaiRE 1, 1. — Sous les hypothèses du théorème 1. 3, 


ainsi que (1, 18) bis (1, 22’), et (1, 23”), eu, est continue de 
[0, &,] dans W (avec u, = u, solution de (1, 20)). 


Remarque. — Les hypothèses (1, 22’) et (1, 23”) sont en | 
particulier vérifiées si on suppose que &—>b (e; u, ») est 


définit l’opérateur | 
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continue pour tout u, » e V, et uniformément sur les ensembles 


bornés de V, i.e. pour tout &, e ]0, €], il existe X(e, &) > 0, 
convergent vers 0 quand € —€,, telle que 


(be; u, ») — b(e,; u, 6) & (es e,)ullellelly pour tout u, ve V. 


3. — Exemples d’application du théorème 1. 3. 


Naturellement la théorie s’applique à tous les problèmes 
aux limites couverts par la théorie de Lions. Nous n’en 
citerons que quelques exemples concernant les équations aux 
dérivées partielles et les systèmes différentiels. 

D’autre part, nous ne considérons que des conditions aux 
limites homogènes, étant bien entendu qu’à chaque problème 
homogène correspondent des problèmes aux limites non homo- 
gènes. 

Nous désignons toujours par Q un ouvert de R', quelconque 
sauf mention expresse du contraire, de frontière FE. 

1° Nous prenons H = L*(Q). 

Puis W — = Ae Sur W la SES 


9) = ((u, e))h + u, o (°), 


i=n >2 
définit l’opérateur — À + 1, où A= ¥ : ve et est elliptique. 
i=t 


Nous prenons pour V des sous- espaces V, fermés de V 
formé des we H'(Q) tels que Aue L*(Q), muni de la norme 
(||w| liq) + [Auf)'*. Nous prenons a(u, ») = (Au, Av), qui 
A | 

Alors pour tout € > 0 

b(e; u, v) = e(Au, Av), + ((u, ¥)): + (u, # 


- est elliptique sur V. 


ss 


Soit f donnée dans L?(Q). 
Alors ui désigne la solution dans V; de 
| eA*ui — Avi + ui = f; ui.e Ni 


et w, la solution dans ‘ee de 


a hey, +, = f w, e Ni. 


(9) (lu, #)h = (ib, 2) 


1—= 
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Il nous reste, dans chacun des quatre exemples qui suivent, 
(i = 1, ... 4) à préciser les espaces Viet V;,,, et à interpréter, 


i . A . ; 
les conditions uie Ni et w,e Nb. Pour cette interprétation, 
nous utiliserons les formules de Green formelles suivantes 


d ie ov 
(Mu, vb = it © (Au)eds — He Au À ds + (Au, Av) 
et 


du — 
(Au, v) = i = yds — ((u, #)),. 
On en déduit 


((cA? — A + ju, %)o = nie (cAu — u)e ds 


— e | Au Pur + e(Au, Av) + ((u, #)), + (u, )o- 
r ov 


Exemple 1. 1: Problèmes de Dirichlet (*). — V, = H,(Q), 
alors Vic = Hj(Q). 
Les conditions aux limites formelles, d’après les formules « 
de Green précédentes sont alors, pour u;: 
1 
wl =0 et | 0 
r ov IT 


et pour 
w, |p = 0. 


Exemple 1. 2. — V, est le sous-espace de ® des ue Hi(Q) | 
tels que Awe L?(Q). Alors Vic) = Hi(Q). Par suite #, = oy. 
Quant à w il vérifie les conditions aux limites formelles 


uilr = 0 Auëlr = 0. 


; : | 
Dans les deux exemples qui suivent, nous supposons que 


[ est suffisamment régulière pour que H2(Q) soit dense dans | 


H(Q) (*). 


Exemple 1.3.— Nous prenons V, = ; par suite Vyw) = H1(Q). 
Les conditions satisfaites par uw? sont: 


° (edu! —uwr=0 et Auilr = 0. 


(°°) Ce cas est étudié dans Morgenstern [1]. 


(”) On ignore si pour m>m’ >0, H™(Q) est dense dans H™ (Q), quelque soit 
ouvert Q. C’est vrai si la frontière de Q est assez régulière. 


. du 
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Tandis que w, satisfait (condition de Neumann) 


ii JE con 
ov |p 
Exemple 1. 4. — V, est le sous-espace de V des u qui vérifient 


; = 0 (2). Alors Vi = H1(Q) et w, = w,. 


Les conditions satisfaites par ui sont: 


ov 


ous = et 
ov 


re) i ue 
; (Aut), = 0. 


ie 


- Dans chacun de ces exemples, d’après le théorème 1. 4, ui > w, 


dans H1((). 


Remarque 1, 2. — Le problème 1, 3 nous montre que les 
conditions aux limites du problème perturbé peuvent dépendre 


de €. 


Remarque 1, 3. — Les exemples 1, 1 et 1, 2 (resp. 1,3 et 
1, 4) nous montrent que deux familles uw: et uz (resp. w et 
ui) de solutions de problèmes aux limites distincts peuvent 
avoir la même limite w, (resp. w.). 

20 Nous prenons H, W, bu, ») et Ÿ comme dans 1°, puis 


b(e; u, 9) =) e(Au, A) Fa e*((u, 6) a + ((u, 6) a Je (u, P)o 


- qui définit l’opérateur <A? + <A — A + 1. 


Exemple 1. 5. — Soit f donnée dans L?(Q). Soit u. la (#) 
solution dans Ÿ de 


(cA?u, + e?Au) — Au, + u = f ue Ne 


pour € assez petit et w la solution dans H(Q) de 


—Aw+w=f; w e Ny 


les conditions aux limites sont, pour u. 


lu + eu — ue) =0 et  Aulr=0 


ov 


ow 


et, pour w Dy 


r 


(2) Ceci a un sens: voir Lions [1], p. 71. 
(3) be; u, ») est elliptique sur Ÿ pour € < 1. 
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Il est facile de voir que nous sommes dans les conditions 
d'application du théorème 1. 3. Par suite u. > » dans H:(Q), 
quand € — 0. | 
3° Nous prenons H = L*(Q). | 
Puis W = H" (0) et | 
(I, 37) b(u,v)= Y (b,,D%u, D) 
|Phigi<m’ 
avec b,,e L°(Q). (L7(Q) est l’espace des fonctions essentiel- 
lement bornées sur Q.) On a alors 


(I, 37’) B= 3 (—1)'D(b,,D%). 


|P|,|@|<m' | 


‘ 


On suppose b(u, ¢) elliptique sur H™(Q). | 
On prendra pour V des sous-espaces fermés V; de H™(Q), 


» 
m> m,et sur V | 


| 
(I, 38) a(e;u,?)= 3 (a,(e) Du, Do) | 
|PL19I&m 


avec a,,(¢) € L*(Q), a,,(¢) convergent vers 0 dans L*(Q) quand 
€ — 0. 


a(e; u, ¥) définit l’opérateur : 


(L38)  A= D (— 4) "1D "(ay (e) D8). 


IPI\gigm | 


On suppose que, pour € assez petit, a(e; u, ») est elliptique 
sur H”(Q) (4), et on prend | 


b(e; u, ¥) = a(e; u, ¥) + bu, 9). 


Soit f donnée dans L*(Q). 
On désigne par ui, la solution dans V, de 


(1, 39) 
Cael rh a A 


ui e Ni 


on CS éd - - a En 


et par w, la solution dans Vw) de 


(I. 40) D (—1)"'D(b,,D%) =f;  meNi. 


IPIVigm' 


Exemple 1, 6. — Problèmes de Dirichlet. 
(4) Au sens de (1, 16’). 
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On prend V, = H"(Q); alors Vi(w) "FLO. 


Les conditions aux limites pour u! sont: 


d'u: 

SA ns LH OUEN 96m ett 
et pour w, 

ow, ; 

am el k= 0, 4.5. ., m A. 


Dans les deux exemples qui suivent nous supposons que 
[ est une variété indéfiniment différentiable de dimensions 
n —1. Nous utilisons alors pour interpréter les conditions aux 
limites le résultat suivant (2°) : 

Pour k= 0, 4, ..., m—1 (resp. k =0, 1, ..., m’ —1) 
il existe Sjui unique dans H’" (I) (resp. T,ui (ou Ty») 
unique dans H'’#([)) tels que 


((A. + B)ui, »), = a(e; ui, +) + b(ui, ») 
= à ( Shui, viv) ai5 à ( Tyui, Yn? > 


et 
(Bw, #)o = b(m;, ?) + 2 CT, Yk? )- 
k= 
Exemple 1. 7. — Problèmes de Neumann. 


Nous prenons V, = H"(Q). Done Vw) = H”(Q). 
Les conditions aux limites correspondantes sont donc, 
pour us: 
fee tw = 0 sur ly pour A0, 1,2, -mi— 1, 
Buse 0 sur ba petra ki mimi 1, ...,.m—A 
et pour #,: 
Pero Prepon tk = OPA sm — 4 


Exemple 1. 8. — Problème de Dirichlet-Neumann mêlés. 
Soit I’, un sous-ensemble fermé de [' de mesure positive. 
Désignons par C, (resp. C,) le sous-espace de C(Q) des fonctions f 
- qui vérifient y,(f) = 0 sur [', pour k = 0, 1, ... m— 1 (resp. 


Serene Oe 1 gilt — 


- (35) Voir Lions [2], p. 228. 
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On prend pour V, l’adhérence dans H™(Q) de C,. Alors 
V,(w) est l’adhérence de C, dans H”’(Q). Cet espace est iden- 
tique à l’adhérence dans H™(Q) de C,. 

Alors ui satisfait les conditions : 

Tut = 0 sur Ti = Op. pme À 


(SE + Tui = 0 sur [(,) kA 0,41, 4..,.m —10 
of, Uo Sie [ (T:) ie ee ee 00 


c’est-à-dire les conditions de Dirichlet sur [', et les conditions” 


de Neumann sur ( (Ts. 


Tandis que #, vérifie 


2 
agi eee sur I, 


Me Re Ork ah 1 
Tyg DURE 


c’est-à-dire les conditions de Dirichlet sur I’, et les conditions 
de Neumann sur ( (T,). 

L’exemple suivant fait intervenir des dérivées obliques. On 
suppose toujours que [est une variété indéfiniment diffé-— 
rentiable de dimension n — 1. 

On se donne m (resp. m’) opérateurs différentiels 


Ao, A SES An ) 
(resp. Bo, By, ..., By_.) à coefficients indéfiniment différen- | 
tiables, bornés ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre m 
(resp. m’) avec A, d'ordre 2m—1—%k, m—1 fois trans-« 
versal à I’, tel que Ale {H”(Q), H,([)) (resp. B, d’ordre 
2m — j — 1, m’ —1 fois transversal à I’, avec 
Bre{H"(Q); Hw"(T)). | 
Nous prenons sur H"(Q), 


m'—1 


bi(u, ») = D (BFu, 1”) + b(u, ») 


où b(u, ») est donné par (I, 37). Alors b,(u, ») définit encore B 
donné par (I, 37’). | 


(a8) ( (0) désigne le complémentaire de I’. 
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Nous supposons b{u, +) hdi sur H™ (0). 
Nous prenons sur H" (Q): 


(Q 
Ole wu?) ="5 2% (APu, y.%) + a (e; u, 9) 


où a(e; u, v) est donnée par (I, 38). Alors a,(c; u, ») définit A. 
donné par (I, 38’). Nous supposons a,(¢; u, #) elliptique sur V 
quand € > 0. 

Dans ces conditions ui est encore la solution de (I, 39) et 


_#, la solution de (I, 40). 


Exemple 1. 9. — Soit k,, k,, ..., k, des entiers distincts 
avec 0< ki << m—1. Désignons pee is le sous-espace de 
C(Q) des f vérifiant y,,(f)=0 sur T, pour i=1, 2, ..., n 
et par C, le sous-espace de C(Q) des f telles que vit) == 0 
sur [’ pour tous les i tels que k; < m’ —1. 

_ Prenons V, adhérence dans H”(Q) de C,. Alors V, w) est 
l’adhérence dans H™(Q) de C,,. 


Les conditions aux limites sont alors, pour ui: 
Nate Oarsutcs Py pour tisecd, 25). sir 
(Si —EAT)w=0 sur [ 
: pour k= m,m +1, ....m—1; eLk=k,, 
(SE + T,)u;—(cAP+ BP) uf =0 sur [ 
bourke — OFT, . 4, m’ —1 et k 32 k,; et pour #,: 
YP OMS iT: pour’ tots ISA" aved’ LR 1. 
T,w, —Bfw,=0 sur F 
D = ONL MM 1, ete ky. 


Dans ces See aux limites interviennent des dérivées 
obliques. Dans chacun de ces exemples de 3°, nous sommes 
dans les conditions d’applications du théorème 1. 5, et par 
suite ui >», dans H™(Q). 


40 Exemples de systèmes. — Nous prenons H + = (L?(0)), 
r entier positif Rene Nous désignons par us 9 » le pro- 
duit scalaire dans (L2(Q))’. Nous prenons ensuite W = (H™(Q))’ 
et | À 

bu, »)= > (B,,D%, D), 


IPIIgI m° 
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où B,, est la matrice (bj,), 1, 7 = 1,2, ...,r et bi, e L*(Q). 


On a alors 


B= ‘53 (—1)#D"(B,,D". 
[PIgi<m’ 
On suppose b(u, +) elliptique sur (H™(Q))’. 
On prend pour V des sous-espaces fermés de (H™(Q))” avec 
m > met 


a(u,»)= 3 (A,,D%, D), 


1PIIgI<m 


où À, est la. matrice (ali, j= 1,12, ..., ret’ ajpeL(Q). 
On a alors 


A= D (—1)rDr(A,D9. 


IPLI9I<m 


> 


(CA +Bju =f; weN, 
et # la solution dans V(W) du système : 


Bw =f; we Np. 


. = L 
En fait u. est de la forme (uf, uf, ..., wu’) avec uf e H™ (Q) 


> 
et w est de la forme (w,, w,, ..., w,) avec w,e H”™(Q). Les 
systèmes précédents s’écrivent : 


e D (ADS at (A APD? S HD = fi 
IPhIgi<m j=} \PIGi<m' je! 
pee ODE egy 
et 
D (A)? F beDw, = f PS 1; DU, 
IPIIgI< m" fn | 

Exemples 1. 10. — Prenons r= 3, et V= V, x V, X V, avec 

V,t= 1, 2,3 des exemples de 3°. 


Alors Vow) = Vic) X Vacw) X Vacw)- 


a 


On suppose ea(u, ©) + b(u, 9) elliptique sur (H™(Q))" pour | 
e —> (0. 
Soit f donnée dans P15 )) ae ae ls. aus he D LCR 


ere. . x 
Soit u. la solution dans V du système 


| 


| 


| 
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l . . L . Ge 
es conditions aux limites sont donc pour u,: 


Pus 
pe — 0 sur [ pour p = 0, 1, ..., m—41. 
(eS, + T,)uslr = 0 pour k=0,..., m'—1; 
5, Uy ip == 0 pour k=m'; ...,) m—A. 
She By pets 1; 
wip? meet POR el Moments 7 
(Se + Tijus a ad AE 2 
(ro 
a Sxus Faro 0, mn, »m 
et pour w 
dm me ! à 
oe ER p30; brome 4: 
Tv, =0 sur L pour k — 0, ..., m’ —1. 
et 
dw, 0 ’ 
pte — T,#,=0 sur ( (L.) Kis=10,i) lite. op ment: 


Nous étudions, dans les deux numéros qui suivent, le cas 
particulier où b(e; u, v) = ea(u, v) + bu, »), et où (I, 33) est 
vérifié. Nous allons, dans ce cas, compléter les résultats du 
théorème 1.4 en faisant des hypothèses de régularité supplé- 
mentaires sur ( ou sur les opérateurs A et B (A est l’opéra- 
teur défini par au, +) sur V.) 


4. — Théorème de convergence locale 
pour des opérateurs A et B « réguliers ». 


Espaces H*(*). 

Pour k réel quelconque, H* est l’espace Hilbertien des 
Te (J’ est l’espace des distributions tempérées) telles que 
(1 +r)#* TeL'(T étant la transformée de Fourier de T) 
muni du produit scalaire — 


(S, Tat = (+, (1 + re (*). 
(2?) Pour les espaces H* et £*(Q). Voir Schwartz [5] pp. 2 et 39. 
(8) r2 = > i. 


i=1 
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Nous noterons ||T||, la norme de T dans H°. ~ 
Pour k entier positif, nous retrouvons l’espace introduit au 
n° 4, avec Q = R". L'espace H-* est alors formé des distri- 


butions de la forme T= > D’f,, où les f,eL?. Le dual 


IPI<k 


de H*, muni de sa structure d’espace de Banach est isomorphe ~ 


a+Ha’*; 

Rappelons quelques propriétés des espaces H*. Si k>k’, 
H*cH*. L'espace 9(R") est dense dans H*. La dérivation 
D' est une application continue de H* dans H*~'"!, Enfin, 
si a(x)e®D et si TeH*, alors a(x)Te H', et l'application 
T + a(x)T de H* dans H* est continue. 


Espace {*(Q). 
C’est l’espace des distributions w telles que gue H* pour 


toute ¢¢9(Q). Des u;—0 dans 4*(Q) si et seulement si | 


ou; > 0 dans H* pour toute + e D(Q). 
L’ouvert Q est quelconque dans R*. Nous prenons 


(I, 41) A= 2 (—1)# De(ap(2) D') 
(,4)  B= D (—1)Db{r)D') 


où at) et b,,(x) sont des fonctions indéfiniment dérivables sur 
Q. On suppose aussi m > m’. 


Nous faisons sur A et B les hypothèses d’ellipticité sui- — 


vantes : il existe des nombres positifs « et 8 (ec) tels que l’on 
ait 


(1, 43) Re(Bg, ¢)) > allgln pour toute ge D(Q). 
(1, 44) eRe(Ag, ¢)o + Re(Be, 9) > Ble)ll¢lIn 


pour toute pe D(()) et € assez petit. 
Soit, pour € assez petit, u. e "(Q) vérifiant 


(4, 45) (cA + Bu. = f. 


Nous savons, d’après Friedrichs [1] que si f e*(Q), alors 
u, € £°"**(Q), Nous allons montrer la 


Proposition 1. 6. — Soit A (resp. B) un opérateur de la 
forme (1, 41) (resp. (1, 42)) avec les conditions d’éllipticité (1, 43) 
et (1, 44) et f donnée dans {*(Q), k entier quelconque. Si u. € £r(Q) 


? 


mi 
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vérifiant (1, 45), est borné dans Ÿ"(Q) et si lu, est borné dans 
- 1"(Q), alors u. est borné dans 2"'**(Q), au, est borné dans 
AM EH(Q) et eu. est borné dans £"**(Q). 


Démonstration. — Soit ge 9(Q). Posons w, = qu. Il nous 
suffit de montrer 

a) D/w, est borné dans H™ pour |j| << k + m’, 

b) el 2D/w. est borné dans H" pour |j| < k + m’, 

c) eD/w. est borné dans H” pour |j| < k + m. 

Calculons tout d’abord, pour |j| < k + m, (A + B) D. 

Nous utilisons le résultat suivant: À étant un opérateur 
différentiel d’ordre 2x, à coefficients indéfiniment dérivables 
sur Q, on a 


(1, 46) A(D/(qu)) = D(gAu) + D'(ku) + A (qu). 
où A, (resp. À,) est un opérateur d’ordre 2u + |j|— 1 (resp. 
2u — 1) à coefficients indéfiniment dérivables (resp. indéfi- 


niment dérivables à support compact) sur Q). 
En effet en utilisant la formule de Leibnitz, on obtient : 


A(D/(qu)) — D/A(qu) = A(qu) 


où A, est un opérateur à coefficients indéfiniment dérivables 
d’ordre 


2u +li—1 
A(gu) = (Au) + Au 


où A, est un opérateur d’ordre 24 — 1 à coefficients indéfi- 
niment dérivables à support compact. D’où (1, 46). 
On en déduit : 


B(D/w.) = D'(pBu.) + D'BQu. + BC)», 
où B® (resp. Bi) est un opérateur d’ordre 2m’ + |j|— 4 
(resp. 2m’ —1)) à coefficients indéfiniment dérivables (resp. 
‘indéfiniment dérivables à support compact) et 


A(D/#w.) = D/(gAu,) + D'AQu. + AV», 


où A® (resp. AG) est un opérateur d’ordre 2m + |j|— 4 
(resp. 2m — 1) à coefficients indéfiniment dérivables (resp. 
‘indéfiniment dérivables à support compact). 


et 
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D'où finalement, en tenant compte de (1, 45) 


(1,47) (cA + B)Dfw. = Def) + or yh ae Us) 
Jp, + Bw 

Montrons maintenant les assertions a) et wi par ce LEE , 
Elles sont vraies pour 7 = 0, par hypothèse. Supposons qu’elles 
soient vraies pour tout r avec |r| <|j|—1 et montrons les © 
pour j avec |j| < k + m’. Il résulte des propriétés des espaces — 
H*, des propriétés des opérateurs A, Af, B®, Bg, et des « 
Hypothèses de récurrence que D(A @u,) + PAO w. (resp. : 
D/(B@u) + B%.) est borné dans H=" (resp. H-”’). D’autre part » 
D/(¢f) est dans H*-V!, donc dans H-", puisque || <k+ m'. « 
On déduit donc de (1, 47): 


(4, 48) |((cA + B)D#., Dials SD GA w || D fu 
+ CD/(e' w)]n + CID 


où le crochet désigne la dualité entre H” et H-”"("”), et où les 
constantes C et C sont indépendantes de « et de f. Or, on © 
déduit de (1, 43) et (1, 44): il existe a > 0 et 6 > 0 tels que © 
l’on ait: 
(1,49) Re(Bg, oh > allglm, pour toute geD(Q) 
et 
(4, 50) Re(e(Ag, 5h + (Be, $)o) > Bellglh 
pour toute ge D(() et tout € < 1. 
Par suite, si Re(Ag, &) > 0, on a 


(1, 51) en ) + (BE, 4h) > 
et si Re(Ag, oh < 

(1, 52) Ref: ne Go + (By, sh} > Bll¢nll- | 

On déduit facilement a) et b) de (1, 48), (1, 51) et (1, 52), | 
comme il est fait dans la démonstration du théorème 1. 4. _ 


Nous montrons c) également par récurrence, puisque cette 
assertion est vraie d’après b) pour |j|/<k-+ m’ (*). Reprenons 
(9) Nous supposons k + m/ >0. En effet, si nous avons k + m/< 0, alors 


gr (Q) c Lm" +k(Q) et LQ) cm +m'+k(Q), 
(%) Pour TeH-" et 9e H”, on a 


CT, 9) = ((1 +) ET, (1 mag) et (Te) SIT IL llelln. 
(4) On peut aussi supposer k -+ m > 0, à 


ty gens D do Po SE dt 


de 
a (allelim + Bellelln). | 


PHÉNOMÈNES DE PERTURBATION SINGULIÈRE 93 


(1, 47). Pour |j}<k+m, D/(of)e H-", chacun des termes 
dans l'expression de B(D/.) est borné dans H=", d’après a), 
et d'après l'hypothèse de récurrence, e(D/A@u. + Ay.) est 
borné dans H~-”. Par suite A(eD/w,) est borné dans H-”, Mais 
. d’après (1, 50) et b), ona 


(1, 53) BED. << |<eA Di, eD/w,)| — Ke 


ou K est une constante indépendante de ¢. D’où le résultat. 
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème de conver- 
gence locale suivant 


THÉORÈME 1.9. — Soit A (resp. B) un opérateur de la forme 
(1, 41) (resp. (1, 42)) à coefficients indéfiniment dérivables sur 
Q, avec les conditions d’éllipticité (1, 43) et (1, 44) et f donnée 
dans {"(Q) k entier quelconque. Si lorsque & — 0, u, e £"(Q), 
vérifiant (1, 45) converge dans %"(Q) vers w deri fart 


(1, 54) Bw =f 


et si eu. — 0 dans £"(Q), alors u, > w dans £°""**(Q), e'?u, > 0 
dans im*™**(Q) et eu, > 0 dans £"**(Q). 


Démonstration (**). — Soit ¢¢9(Q). Posons à = qu. et 
W = OW. 

Par hypothèse, à. (resp. <1? &.) est borné dans H” (resp. H”). 
Par suite de la proposition 1.6, ü. (resp. et? u,) est donc 
borné dans H*"** (resp. Ht Sots De toute suite @,,, on 
peut donc extraire une sous-suite 4., telle que ü&., (resp. 
ey°üe,) converge faiblement dans H°"** (resp. H”+" vers 
une limite qui ne peut être que # (resp. 0), puisque uw 
dans H”™ (resp. et?ü. — 0 dans H”) par hypothèse. Mais on a, 
d’après (1, 45): 

(4,55) B(D#) = Digf) + BO + D'(BGw). 

D'où, en tenant compte de (1, 47) 

(1, 56) (cA + B) D'ü, = B(D/w) + caf + b; 
avec . 

(1, 57) a; = D'(A@u.) + AMG. 
et 

(4, 58) = D/(BiY(u. — w)) + BO (a, —#). 


(32) On peut supposer k + m’ > 0. 
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Nous raisonnons par récurrence. Supposons que ü. > # dans | 

Hm'rUit et que el2ü, 0 dans H™*¥I-*, où |j| < k +m’. 

Alors eat > 0 dans H-™ et b; +0 dans H=". D’autre part, , 


on a: 


(A Dit D'&.) + (BD(a, — #), D(a, —#)) aos 
= (BD + sai PB; Dia.) (BD, D'(# — ü.) ))—(BDia., D). | 


Il résulte des propriétés de Get bs, de la proposition 1. 5, 
et de la convergence faible 4. —# dans H*”’**, que le déé6nd 
membre converge vers 0. 
Or, comme D’ü. est borné dans H™, on a d’après (1, 49) 
et (1, 50): 
Se AD — Ke + 0] D. — #)| hn 


où K est une constante indépendante de €. On en déduit 
donc que à. > dans H™*"/l et que e‘*ü. — 0 dans H™*"I, 

Supposons enfin que eu, >0 dans H"*!~*, avec |7|< k + m. 
Alors cai — 0 dans H~”. De plus, d’après les résultats précé- 
dents, b5 ainsi que B(D/(ü. — #)) convergent vers 0 dans 
H-™, et par suite de (1, 56) A(:D/#.) converge vers 0 dans 
H=". D'où le résultat, d’après (1, 53). 


Applications aux problèmes aux limites. 

Reprenons les hypothèses et les notations du théorèmes 1. 4. 
Chaque fois que la topologie de V (resp. W) coincide locale- 
ment avec la topologie de H™ (resp. H™), et que a(u, +) (resp. 
b(u, »)) définit un opérateur de la forme (1, 41) (resp. 1, 42), 
à coefficients indéfiniment dérivables sur Q, on aura le théo- 
rème suivant : 


THéoORÈME 1.10. — Dans les conditions précédentes, pour 
tout ouvert borné avec AcQ, pour lequel f e H*(a), k entier, 
alors u,—> w dans H™**(a), lu. +0 dans H™*™** (a) et 
eu, > 0 dans H***(a). 


Exemples. — Reprenons les exemples 1-1, 1-2, 1-3 et 1-4 
du n° 3. La topologie de V coïncide: localement avec celle de 
HP. Par suite pour tout ouvert borné a avec acQ, pour 
lequel fe H‘(a), on aura ui >, pour i= 1, .. ay dans 


H?**(a@). 
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Remarque. — Les résultats précédents s'appliquent aux 
systèmes différentiels du n° 3 dans lesquels on suppose que 
- les bi, et les aij, sont indéfiniment dérivables sur Q. 


5. — Théorème de convergence à la frontière 
pour un ouvert régulier et des opérateurs A et B réguliers. 


Nous faisons les hypothèses suivantes : 

a) Q est borné et sa frontière I’ est une variété indéfini- 
ment dérivable de dimension n — 1; 

b) W=H"(Q); V = H"(Q) (resp. H"(Q)) m > m’. 

Nous prenons sur W (resp. V) b(u, +) définie par 


(1, 59) blu, 9) =a di: be Du, Dre), 
PTE 
(resp. a(u, ») définie par 
(I, 60) aus) 02; (alin, De), 
(PTE m 
avec 


C) 4m et by sont indéfiniment dérivables sur Q. 

d) b(u, ») est elliptique sur H™(Q), 

e) ea(u, v) + b(u, ») est elliptique sur H"(Q) (resp. H7(Q)) 
pour € assez petit. 

Soit f donnée dans H*(Q), k entier > 0. 

Soit u. la solution de 


(1, 64) u. H"(Q) (resp. H¢(Q)) 
et 
» ea(u., ») + bu, 9) = (f, 9) pour tout » € H"(Q) (resp. H7(Q)) 
et w la solution de 
(1, 62) w e H™(Q) (resp. Hy"(Q)) 
eure ‘ 
 b(w, 9) = (f, 9) pourtout ve H(Q) (resp. Hy"(Q)). 


Nous savons d’après Nirenberg [1] et Browder [1] (”) que 
u, e H"™**(Q) et que we H*”’**(Q). 


(33) Cf. aussi une démonstration dans Lions [3]. 
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mee 2 


On pourrait croire que, lorsque € — 0, u. > dans H°*#(0). 4 
Ce résultat est faux en général comme le montre l’exemple — 
trivial suivant : | 

Nous prenons V = H1(Q) (resp. H}(Q)) et W = L*(Q). 

a(u, ¥) = (u, vh qui définit l'opérateur — A. 

b(u, ) = (u, #. 
Soit f e H*(Q) et u, la solution dans H1(Q) (resp. H,(Q)) de 
— eu, + u. =f; u. e N, 


alors u, —># =f dans L*(Q). Supposons que u,—>w dans | 
H*(Q), k > 1. Comme uy, satisfait la condition aux limites — 
Qu./dv)r = 0 (resp. w |p = 0) on aurait 

_@wfov)r = (oflov)r = 0 (resp. » = |r = f |r = 0) 
ce qui est absurde puisque f est quelconque dans H*(Q). 


Cependant nous obtenons le résultat suivant sur la conver- 
gence des dérivées tangentielles, notées D/: 


PR 


THÉORÈME 1. 11. — Sur toute carte locale U, sous les hypo- 
thèses a), b), c), d), e): 
Diu; > Div dans H"(U) pour |j|<k+m' 
e?Diu.>0O dans H"(U) pour |j| <k+ m' 
eDju.—0 dans H"(U) pour tout |j| <k + m. 


Démonstration. — Nous faisons la démonstration pour — 
V = H"(Q) et W = H"(Q). Il n’y a pas de difficulté à l’étendre 
au cas où V = H7(Q) et Vw, = H"(Q). 

Soit 0 un ouvert le long de [’, applicable par un homéo- | 
morphisme indéfiniment différentiable 4 sur W(*) défini par 
cee Avge 1, ..., n—1 et — 1 LE << 11: tels 
U—0nQ s'applique sur Wt défini par {0 LE, < 1, i—1, 
2, 00, nj} vet OnT. sur W = Wo {8, = OF: 

Pour tout à > 0, désignons par Wf l’ensemble défini par 
pO Ee ety PES PO eT, 0<&,<1—2}. Soit 
Us = $-(W5). 

Par transport de structure (*), 4 définit un isomorphisme 
de H*(U) sur H‘(W+), pour tout s entier > 0. De même uy 
définit un isomorphisme entre le sous-espace Hs(U) de H*(U) 

(*4) Voir Schwartz [6], p. 21. 

(*) Aucune confusion n’est possible avec l'espace de Hilbert W qui est ici H™'(Q). 
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des fonctions identiquement nulles près de 3U —I' (35), et 
le sous-espace H{(W+) de H*(W~) des fonctions identique- 
ment nulles près de 3Wt+t — W,. 


Soit 6 > 0. Il existe 6, avec 0 < à, < à. Alors, toujours 
par transport de structure, ) définit un isomorphisme entre 
le sous-espace Cs des fonctions de C(U), égales à 1 sur U; 
et identiquement nulles sur U — Us, et le sous-espace C; 
des fonctions de c(w+) égales à 1 sur WF et identiquement 
nulles sur Wt — W*. 

La forme sesquilinéaire b(u, ») définit par restriction une 
forme sesquilinéaire continue sur H™(U). On peut donc 
définir, l’image par 4 de J(u, 9), soit b(&, 5) = b(p—a, 4-15), 
qui est une forme sesquilinéaire continue sur H"(W+). On 
définira de même sur H"(W+) l’image par Ÿ de a(u 
soit a(u, 9) — a(Ÿ-lu, yy). Par définition même à(à 
et b(G, 5) sont de la forme: 


(1, 63) a(a,6)= > (à,D'à, DS) 
|Pilgi<m 

et 

(1, 64) bu, = 3 (b, Da, De), 
|PL1¢|<m' 


où Gp, et b,, sont indéfiniment dérivables sur Wt. 
Désignons par (u.)u, (w)u et (f)u les restrictions à U de u, 


w et f. D’après (1, 61) (resp. (1, 62)) nous avons 


ea((u.)u, ?) + b((u)u, #) = (lu, #)o pour tout se HU) 
(resp. b((w)u, #) = ((f)u, #)o pour tout + e H}(U)) 


et, par suite, en désignant par à, # et Î les images par Ÿ 
de (w)u, (w)u et (fu: 
(1,65) ea(ü., ») + b(a., °) = (f, 9 pour tout ve H7(W+) 


et 
(1, 66) b(%, 9) = (f, ¢))  pourtout ve H? (Wt). 


Remarquons enfin que bu, ») (resp. ea(u, ¥) + b(u, »)) 
_ étant elliptique par restriction sur H?'(U) (resp. H(U) quand 


= 


e—0) bla, 9) (resp. ea(à, #) + b(G, ÿ)) est elliptique sur 


(35) Pour un ouvert Q, dQ désigne la frontiére de Q. 
7 
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H”'(W)+ (resp. H7(W*) quand € — 0). Bari suite il existe « > 0 
et 6 > 0 tels que q 
Re(b(u,u))> dll pour tout we Hr(Wt)(™) à 

Re(ä(u, u) + b(u, u) ye = Blu, pour tout ue H"(W). | 


On en déduit comme au n° 3, pour € < 1: 


(1, 67) | 
tout ue H'(W°). 

Re(sä(u, u)+ 5(u, u)) > (alll + Bellin) poe Sa ORNS. 
et 

(1,68) -Re(ea(u, u) + Blu, u)) > Biull 
pour tout ue H"(W+) avec Re(a(u, u)) < 0. 

Enfin, si u est dans un borné B de H?(W*) pour lequel | 
Reb(u, u) < K, alors 


(1, 69) Re(ed(u, u) + b(w, )) > dm + Bellulln — Ke 


pour tout we B, we H#(W#*). 

Nous devons montrer que pour tout à > 0, étant donnée 
pe C5, alors Di(gu,) > Di(gu) dans H"(U) pour |j| < k + m’ 
etc..., ce qui revient à montrer, d’après ce qui précède que : 
Dig(ü. — #) > 0 dans H™(W*) et D/(e126ü.) > 0 dans H"(W+) 
pour || <k+ m' et que EeD/(64.) +0 dans H"(W+) pour 
HI <Ek + m, où 7 = (7, .. +» Jn—ay 0) (”). | 

Nous savons que u. e H*"**(Q). Par suite à, e H°"*(W®), | 
Calculons pour |j| < k + m, et pour ve C(W+), identiquement © 
nulle près de doW+— W,: 


ea(Di(ga.), ») + b(D{(Gù.), »). 
D’après la formule (1, 46) du n° 4, on aura pour |p| |g] <m 
(1, 70) 6,D'D{$&) = Di(b,D%%,) + DB?) + BO(Gi,). 
où 


BF) = —_B_ a DHE,)DI-"DGR) 
et ae 
Bro (a) = bog BeD'(@)DI"(a). 


(6) On désigne par |ju||; la norme de u dans H$(W*). 
(°7) $ = d(p). Dans l’espace des {E:} nous notons par Df toute dérivée avec 
8 = 8j) ..+, Sn—4 9). 


PHÉNOMÈNES DE PERTURBATION SINGULIÈRE 99 


On aura de même pour |p||q|<m 

(171) 4,D'D{(f&) = D}(8,$D%ü.) + D/(AŸ&.) + AS? (88) 
avec pour A;? et Af? des expressions analogues à celles de 
Bg? et BO. 

D’autre part, puisque $ et » sont identiquement nulles prés 
de oW* — W,, nous avons pour |p||q|<m’ (resp. |p||q|/<m): 
(4, 72) (D{(b,8D1à.), Dre), = (—1)/(b,D&, SD{D?r), 

(resp. 
(1, 73) (Di(à,$Dtà.), Do), = (—1)/(à,,D'&., 6D/D?p),. 
Mais, d’après la formule de Leibnitz, pour |p| < m: 
&DPDée = D'(6Dio) + Cir. 


où 


(4, 74) Cie =— 3 a,D"($)D?-"Div. 
t<iri<p 
On en déduit finalement, en tenant compte de (1, 65) 
(1, 75) ea(D{&), v) + B(DHGG.), ») 
= (— 1) $Die)o + eaj(tie, 9) + b,(&, #) 
ou 
(1, 76) a(t.j¢)= % (DAS) + Apa($a.), Do) 
|Piigi<m 
+ (—1)"(G,,D1%., Ge) 
et 
(1, 77). °6,(a,,0) = > (Di(BYe.) + BY @u,),\D'r), . 
<m' 
ae + (— 1) ,D'at, Cho 
Nous savons que u, > # dans H”(Q) et que eu, 0 dans 
H”"(Q). Par suite, 4 > dans H"(W*) et etPù. —0 dans 


H”(W*). 
Montrons tout d’abord la: 
Proposition 1. 7. — Di(&ü.) (resp. ¢?Di(ou,) )) est borné 
dans H"(W+) (resp. H™(W+)) pour |7|<k et m'. 
Démonstration. — Nous raisonnons par récurrence, la pro- 


position étant vraie pour 7 = 9. Supposons la démontrée 
jusqu’à l’ordre j — 1, |j| <k +m’. 
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Il résulte des hypothèses de récurrence, des propriétés des | 
opérateurs A? et Af? que pour |p||q|<m: 


eV2(Di(Apgue) + Apa (gü.)] 


est borné dans L?(Wt). D’autre part, (a,,D%%,, Cvh est, 
d’après (1, 74) somme de termes de la forme : 


(G,D"($)D%(a,), D?-"Div)) avec |r| >1, 
ce qui s’écrit encore, au signe près : 
(Di-*(4,,D"@D%%,), D), avec |s|>41 et [a|< m. 


Or d’après l’hypothèse de récurrence ,‘”D/~*(a,,D"¢D%%,), 
pour |s|>>1 est borné dans L*(W*). 


ue am amy de AO A 


= eme ve 


Par suite, il existe une constante indépendante de « et de # 


telle que 
(1, 78) [Re ea(u., »)| < K, el 


pour tout ye C(W*) identiquement nulle près de )W* — W,. 
On montrerait de la même façon que, 


(4, 79) |Re bj(u:, 9) | < K, [|| |’ 


pour tout # e C(W*) identiquement nulle près de 3)W* — W,, 
K,, étant indépendante de « et de ». * 
Enfin pour |], < k + m’, nous pouvons écrire (f, &D#, 
au signe près, sous la forme 
(Ds($f), Die) avec |s|<k et |al<m’. 


Par suite : 
(1, 80) |Re(éf, Die), |< K; |lollns 


pour tout » e C(W*), identiquement nulle près de oW* — W,. 
Les inégalités (1, 78), (1,79) et (1,80) sont encore vraies 
pour » = Di(gu.) ce qui donne en tenant compte de (1, 75) 


(1, 81) Re{ea(Di(gi), Dug) B(D{(E), Di(Gite) | 
KID Ihe + Kell "DEL 


D'où le résultat, en tenant compte de (1, 67) et (1, 68). 
Nous sommes maintenant en mesure de montrer la : 
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Proposition 1. 8. — Quand e +0, 
Di(Gu.) > D{&#) (resp. eD{(Gii.)) — 0) 
dans H™(W*) (resp. dans H"(W+)) pour |j|<k-+ m’. 


Démonstration. — D’après la proposition 1. 6, de toute 
suite u., on peut extraire une sous-suite u., telle que Di(¢a.,) 
(resp. (€,)'"Di($i,,)) converge dans H™(W*) faible (resp. H"(w*) 
faible) vers une limite qui ne peut être que D/(¢#) (resp. 0) 
puisque $u,—>$# dans H™ (Wt) (resp. <'?$a.>0 dans H"(W+)). 

Pour montrer les convergences fortes nous raisonnons par 
récurrence : supposons la proposition établie jusqu’à l’ordre 
j — 1, avec |j| < k + m’. 

Nous avons pour # e C(W+) identiquement nulle près de 


ow? — W,, 
(DIF), v) = (— 1)/ (7, ED), + b,(%, ») 


(Gu-), 9) 
Enfer 9) + cat, v) + b(G.—#, 9) 


a(D{8%), Dei) + B(DIE(R — #)), DIG. — #))) 

= ca ii, Di( ii) + b,( (des), DGG.)) + 6(DU(G(% 2), DES). 
La proposition 1. 7 sera complètement démontrée, d’après 
(1, 69), si nous montrons qe la partie réelle du HR membre 
tend vers 0. 

Or, d’après la convergence faible 6 (D/¢(# — ü.)), (Di(¢#)) +0. 
D’autre part, il résulte des hypothèses de récurrence, de la 
proposition 1.7 et de l’expression même de a;{u, i) et de 
b(u, ») que | 

Refea(ü., Di(&ü.)) + b(t, — #, Di(gu.))} > 0 


d’où la proposition. 

Il nous reste à montrer que pour |j|< k + m, eDi(&ù.) > 0 
dans H"(W*). Ceci est vrai pour |j|< k + m', d’après la 
proposition 1. 8, et par suite nous pouvons raisonnés par 
récurrence. Supposons done que eDi(&à.) —0 pour tout 


171 LIKE +m. 


Montrons d’abord que eD;($ü.) est borné dans H™(W*). I 
j 
‘ 
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Reprenons (1, 75) et multiplions les deux membres _par CR 
Nous savons d’après la proposition 1. 7, que e"D{($u.) — 0 
dans H"(W+) pour |j| <k + m. On a donc en particulier 
|Reeb(a., #)| < Kye""|| || | 
D'autre part, d’après l'hypothèse de récurrence : 
IRe(ea(ü., #))| < Ke ||¢[|n- | 
Enfin ($f, D{(e)), peut s’écrire au signe près (Ds($f), D) | 
avec |s| < k et |a| << m. Donc | 
|Ree(f, ¢Die) lo < Kse||#||n- 
Finalement on obtient 
Ref e'a(Di($i,), DA(Ga.)) + eb(D/(@G.), DAG.) woke of 
< Kye" || DiGi.) |Im + Kelle DY Gte)| Ime 4 
D'où le résultat en tenant compte de (1, 67) et (1, 68). 
Il en résulte que eD/($ù.) > 0 dans H"(W*) faible. Par suite: « 
(f, PD/D{(GG.)) > 0 
D’autre part, d’après la proposition 1, 8 | 
Resb(u., D{(&ü.)) — 0. 


Enfin, d’après l’hypothèse de récurrence et le fait que eD/(@ù.) 
est borné dans H"(W#*). 


Ree’au;, D{(&ü.)) > 0. 


Done 
Re{ea(Di(Gi,), Di(@u,)) + <b(DIGa.), DIA.)){ +0. 

D’où le résultat d’après (1, 69). 

Le théorème 1. 11 est ainsi complètement démontré. Bien !: 
entendu nous n’avons pas de théorème analogue pour les 
dérivées normales, car on pourrait alors par recollement des 
morceaux, obtenir la convergence u,—u dans H*™**(Q) et 
nous avons vu que cela était impossible, en général. 


6. — Valeurs propres et fonctions propres. 


Préliminaires. — Soit K un espace de Hilbert, dont le 
produit scalaire est noté (x, y) et la norme par ||. Soit A 
un opérateur dans K, hermitien, complètement continu, posi- 
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tif et tel que Ax— 0 entraîne æ — 0. Alors À possède un 
_ spectre dénombrable 


(1, 82) Mh Ss SAS: 30. 
Soit ¢, 2, ..., en les vecteurs propres correspondants avec 
(1,83) Ae, = Ann et (e;, ej) = dy (ee) 


Notation: fi, f2, ..., f, étant n vecteurs de K linéairement 
indépendants, nous désignons par R"(f;) le sous-espace de 
K engendré par les n vecteurs f; La proposition suivante 
est classique (*) : 


Proposition 1, 9. — On a 


eu Sup El ant, Lo 2] 
fo herleens | 
fs -+- fn, étant linéairement indépendants dans K. 
Reprenons alors les espaces de Hilbert H et V, avec (1, 1), 
puis sur V une forme sesqui-linéaire continue hermitienne, 
a(u, ») qui définit l’opérateur A et l’espace N. On pose la 


Définition 1, 2. — alu, ») est dite elliptique sur V au sens 
de Garding (*) s’il existe a > 0 et & tels que: 


a(u, u) + Elu > allulfy pour tout ue V. 


Si a(u, v) est hermitienne et elliptique sur V au sens de Gar- 
ding alors 


((u, 9) us a(u, ¢) + E(u, o) 


définit sur V un produit scalaire équivalent à (u, v)v. 
Il est également classique (“) que l’on a 


Tutorime 1, 11. — Soit f donnée dans H. Si au, 9) est 
hermitienne et elliptique sur V au sens de Garding, et si l’injec- 
tion de V dans H est complètement continue, alors le problème : 


(1,84) Au —uu =f; ue N 


(38) 8,;, symbole de Kronecker. 
(39) Voir Courant-Hilbert [1]. 
(4°) Voir Garding [1]. 

(41) Voir Courant-Hilbert [1]. 
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admet une solution unique sauf pour un ensemble dénombrable 1 
de valeurs de pr | 


br < fa Lee SP Ke | 


qui constituent le spectre du problème, et on a 


(1, 85) piacere nt Sup pee 


fu. REY Lv eri [uf 

Perturbation singulière. — On reprend V, W et H, avec © 

(1, 13) et | 
(1,86) L’injection de W dans H est complètement conti- 

nue (*). | 


On prend sur V (resp. W) une famille de formes sesqui- — 
linéaires continues b(e; u, ») (resp. une forme sesqui-linéaire — 
continue b(u, 9)). 

On suppose que b(e; u, #) et b(u, ») sont hermitiennes, 
qu’elles vérifient (1, 15) et que l’on a les hypothèses d’ellipticité : 

(1,87) Il existe a(e) > 0, a(e) 0 avec €, we), ne) >n 

quand € -> 0, et 8 >> 0 tels que pour tout ue V et 
tout € < €, on ait: 


= b(e; u, u) + n(e)luf > a(¢)|Iul/v + Bllullw 


(1, 88) b(u, ») est elliptique sur V.w,, au sens de Garding, 
1,e,. il existe § et y >0, tels que pour tout 
ue Vw,, on ait: 

b(u, u) + Elul? > vil 
Soit B (resp. B.) et Ng (resp. N.) l'opérateur et l’espace atta- 


chés à b(u, ») (resp. b(e; u, »)) sur Vow) (resp. sur V). 
Soit A,(e) la n°" valeur propre du problème 


(1, 89) Bu, = ME) Ue 5 ue N,; Lu] = 41; 
€ assez petit avec 
AE) < Ag(e) S++» SA, (e) <--- 


Soit »,(¢) les vecteurs propres associés, auxquels on impose — 
de former un systéme orthonormé dans H. 


(®) Il en résulte que l’injection de V dans H est aussi complètement continue. 
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Soit uw, la n°* valeur propre du problème 
(1, 90) Bu = pu; ue Nslu| = 1 


avec 
Uy Se Lo LL: 


Soit #, les vecteurs propres associés auxquels on impose de 
former un système orthonormé dans H. 


Tutorime 1, 12. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 86), 
(1, 15) où b(e; u, o) et b(u, v) sont hermitiennes, ainsi que (1, 87), 


(1, 88) et 


(1, 91) Il existe À(e) et t(e) convergent tous deux vers 0 avec 
e, tels que 


b(e; u, u) — b(u, u) + e(e)b(u, u) + s(e)|uf > 0 


pour tout ue V et « assez petit. 
À,(E) converge vers U,, quand € —+ 0. 


Démonstration. — D’après le théorème 1, 11, on a: 


FREE <a M CFE 2] 


folo-heviaerz)  |Ul? 


m= Inf [ Sup 42). 
PRES Pa ECS TO DEL 


et 


Mais d’après (1, 91), on a pour tout ue V 
b(e; u, u) 


[ul 


> ft — ay] = ate 


lim Inf A,(¢) > pu. 


E > 0 


d’où il résulte : 


Il nous suffit alors de montrer que 
lim Sup À,(E) < bu 
€ 0 


Or, en désignant par e,, @, ..., e, les n premiers vecteurs 
propres de B, normalisés dans Viw), on a 


| NPsjo BOR Pr] 
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Pour à > 0 donné, il existe un espace à n dimensions dans V, 
R"(g;) tel que l’on ait 


Sup eae Un + à. 


uER"(gi) 


Or 


donc, d’après (1, 15) 
Lagupia (Lae Aie ek aa 


e>0 uER"(y;) PL 


d’où le résultat puisque à est un nombre positif quelconque. 


TutorimeE 1. 13. — Sous les hypothèses du théorème 1, 12, 
g,(¢) >», dans W. 


Démonstration. — 1° Supposons que &, est valeur propre 
simple du problème (1, 90). Alors, d’après le théorème 1, 12, 
pour € assez petit, À,(e) est aussi valeur propre simple du 
problème (1, 89). 


na 

be; me), ele) = Male, (A) = 1). 
Il en haan en tenant compte du théorème 1, 12, que 
b(e; ¥,(€), v,(£)) est borné, et en tenant compte de (A, 87), que 


#,(€) est pec dans W. De toute suite v,(e) on peut donc 


extraire une sous-suite »,(¢)) convergent dans W faible vers æ. 
Montrons que # = w,. 


Ona 

(1,92) be; en(e,), #) = À,(e)) (Pale), 9) pour tout ve V. 
Posons : . 

c(e; u, #) = b(e; u, ¥) — b(u, ») + d(e)b(u, ») + 2(e) (u, 9). 
D’après (1, 91), c(e; u, ») est pour ¢ assez petit une forme 


hermitienne positive. On a donc d’ après l'inégalité de Cauchy- 
Schwartz : 


le(s; Pn( €), 9) < (c(e; Pn(£)s 9,(e) #2 (c(e; p, pH) 


mais c(e; #,(e), #,(e)), est borné, et ce; », ») — 0 (en tenant 


Ate mer + ptet <a mlm oo tami es 
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compte de (1, 15)). Par FR c(e; 9,(e), ¢) +0 pour tout ve V. 
- Il en résulte que b(e; »,(e), 2) — b(r, (£), #) 0 pour tout 
ge V("). 

Or 


b(e,; v,(£;), “airs ) 
= (b(e;; #,(e)), ¥) — b(v,(e;), »)) + (be), ») — dm, )). 


ou le second membre converge vers 0. 
D’autre part, le second membre de (1, 92) converge vers 


- u.(#, ¥). On a donc: 
b(w, v)=u,(w, +) pour tout »veV donc pourtout ve Vw. 


Par suite = w,. 

Il nous reste à montrer que »,(¢) —> w, dans W fort. 

Remarquons tout d’abord que la convergence »,(e) vers w, 
dans W faible entraîne, d’après l’hypothése (1, 86), la conver- 
gence dans H fort. 

On a de no 


b(e; Pa (e)) : (al as n(E)) er b(9,(€) estar) Pn(E) ee Wa) 
an + pu, — b(v,(e), 2) — b(n, Pa(€))- 

Le second membre converge vers 0 avec €. Quant au premier 
membre il est minoré d’après (1, 88) et (1, 91) par: 

— Ô(e) bre), Pn(€)) —2(€) + ville) — all —&]en(€) — a)? 
D'où le résultat. 

2° Supposons que u, est dégénéré, d’ordre de multiplicité p. 
On a donc: 


Beni Un = nas = = Pept Harpe 
Rien ne permet d’affirmer que 
AE) = Me) = = Ana p—al€) 
Mais on a lim A. j(e) ='#, pour | = 0, PE Pew. 


Soit 9, ;(€ * le vecteur propre PME à À,,/(e), et 
sp à = 0, 1, ..., p—1 les vecteurs propres correspondants 


à. 


(43) Comparez lemme 1. 1, page 22. 
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En utilisant la démonstration de 1° on voit que pour tout 
je(0, 1, ...., p — 1) il existe i,e (0, 1, ..., p — 4) tel que 
lim #,,/(€) = #,,5 dans W. De plus si 7k, on a 1, Zu, 
E>0 
puisque (#,,,(€), Pn.x(€))o = 0. Pour simplifier l’écriture, nous 
appellerons w, la limite, quand € 0, de v,(e). Moyennant 
cette notation, le théorème 1, 12 est complètement démontré. 

On en déduit immédiatement le 


THÉORÈME 1, 14. — Sous les hypothèses du théorème 1, 13, 
ne), s u E> 
Vile 4 pti W, quand 0. 

Les résultats de ce n° 6 complètent, dans une certaine 
mesure, les résultats de nombreux auteurs: voir Kato [1], 
Moser [1], Morgenstern [1], Glasko [1], Kostomarov [1], Visik- 
Liousternik [1]. 


- som tie aE 


CHAPITRE II 


APPLICATION AUX PROBLÈMES MIXTES 


Dans tout ce paragraphe, ¢ désigne une variable réelle, et, 
pour tout espace de Banach E, ’(t, E) (resp. D'(t; E)) désigne 
l’espace des distributions en t à valeurs dans E (resp. l’espace 
des distributions en t, à valeurs dans E, à support limité a 


gauche) (“). On pose D = (d/dt). 


1. — Convergence, au sens des distributions de la solution 
d’un problème mixte relatif à B. + D (resp. B, + aD’ + bD, 
avec a et b réels et a >> Ü). 


a-préliminaires (**). — On se donne comme au n° À du 
chapitre 1, un espace de Hilbert H, puis un espace de 
Hilbert V, avec 


(2, 1) Vc H et V dense dans H. 


Soit a(u, v) une forme sesqui-linéaire continue sur V, à laquelle 
sont attachés, l’espace N et l’opérateur A. 

PROBLÈME 2, 1. (resp. 2, 2). — Soit T donnée dans D'ft; H). 
Existe-t-1l u avec 


(2, 1) Au+Du=T;  we(t; N) 


(resp. 
(2,2) Au<+aD'u+bDu=T; ue®!,(t; N); a et b réels). 


(44) Voir Schwartz [8], [9], ou [3]. Les résultats essentiels utilisés concernant 


ces espaces, sont également rappelés dans Lions, [1] chap. 11, $ 1. ‘ 
(45) On rappelle dans ces préliminaires les résultats, utilisés dans la suite de 


Lions [1] chap. 1 et Lions [5]. 


| 
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thèse (E) sur V, s’il existe c > 0 et a > 0 tels que 
Re a(u, u) + cluP > «a [lu pour tout ue V. 


L 


Tutorime 2, 1. — Sous l'hypothèse (2, 1) si a(u, v) vérifie (E) - 
sur V, (resp. est hermitienne et vérifie (E) sur V) l’opérateur 
A + D (resp. À + aD? + bD, avec a et b réels et a > 0) est 


un isomorphisme de D',(t; N) sur D'(t; H) et par suite le pro- 
blème 2, 1 (resp. 2, 2) admet une solution unique. 


Remarque 2, 1. (“). — En posant S = e~“u, on peut tou-— 


jours supposer, pour résoudre le problème 2. 1 (resp. 2, 2) 
au lieu de (E) 


Re a(u, u) > alu; pourtout we V 


(i.e. a(u, ?) est elliptique sur V au sens de la définition 1, 1). 


Distribution de Green. 


> pes 


4 
kL 


} 
‘ 


Définition 2, 1. — Nous dirons que a(u, 9) vérifie l’hypo-. 


Sous les hypothèses du théorème 2, 1, il existe une distri- © 


bution unique G, (resp. G,) élément de 9'(t; £,(H; N)) telle 
que la solution u, (resp. u,) du problème 2,1 (resp. du pro- 
bléme 2,2) soit donnée par u, = G, *T (resp. w = G,* T). On 


appelle G, (resp. G,) la distribution de Green de l’opérateur « 


A + D (resp. A + aD? + bD) relativement à l’espace N. 


Problémes non homogénes. — On suppose comme au cha- | 
pitre 1, p. 13, qu’il existe un espace vectoriel topologique E, et — 


un opérateur À e{{V; E) tel que Ah = Ah pour tout he N. 


soit T donnée dans ® (t; H) et h donnée dans ®'(t; V) avec ! 


Ahe9',(t; H). 
PROBLÈME 2, 3. (resp. 2, 4). — Trouver u avec 
(2, 3) Âu+Du=T; u—he®! (t; N) 


(resp. 
(2,4) Âu + aD?u + bDu=T; u—he D'(t; N.) 


On se ramène au problème 2, 4 (resp. 2, 2) en posant U=u—h. * 


(*) Cf. par exemple Lions [6] p. 8. 
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- b) Perturbation singulière : opérateurs de la forme B, + D. 
_— On reprend les notations du chapitre 1, n° 2, avec les 
hypothèses (1, 13), (1, 16) et (1, 17). 

Soit Te®,(t; H) et une famille T,<9',(t; H) tels que 


(2, 5) T:—T dans 9'(¢; H) 

Soit u. (resp. u) la solution de 

(2, 6) Bu. Du, = Tsu, <:D,(ts N,) 
(resp. : 

(2, 7) Bu + Du =T; ue®'(t; Nz). 


(On rappelle que N3 est l’espace attaché à b(u, ») sur Vad) 


THÉORÈME 2. 2. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 16), (4, 17) 
ainsi que (1, 22), (1, 23) et (2,5), la solution u, de (2, 6) converge 
dans D',(t; W) vers la solution u de (2, 7). 

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, notons 
le lemme: 


Lemme 2. 1. — On pourra toujours se ramener aux hypo- 


thèses (1, 16) et (1, 17) st on a 


(2, 8) Il existe a(e) > 0, a(e) <q, a(e) >0, avec a(e) > 0 
avec € et B > 0, tels que 


Reb(e; u, u) + a(e)luf > a(e)llully + Bllullw 
pour tout ue V. 
et | bu 
(2,9) bu, ») vérifie(E) sur Vow), i.e. il existe cz > 0 et y > 0 


tels que 
Reb(u, u) + cul” >Ylulfw pour tout ue Vow. 
Ce lemme résulte de la remarque 2, 1. Il suffit de poser 
S. = eu, et S=e-"y 
et de choisir À > Sup (ce, ¢,). 
Démonstration du théoréme 2-2. 


D’après (2, 5), T. et T ont leur support limité à gauche 
par un point fixe que nous pouvons toujours supposer étre — 
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l’origine. Alors u, et u ont aussi leur support dans (0, + ©) 
et il nous suffit de montrer que u. > u dans 9’(t; W). 

19 Supposons que T. et T aient leur support dans un même M 
compact de (0, + 0). Remarquons qu’il résulte alors de (2,5) : 4 


(2, 5’) T.—T dans &’(t; H), espace des distributions en t, : 


à valeurs dans W à support compact, muni de 
sa topologie habituelle (‘). 


Dans ce cas T. et T admettent une transformée de La- 


place (“) T(p) et T(p), p=E+ in. Soit &(p) (resp. i(p)) 
la transformée de Laplace de u, (resp. wu). Il existe alors 
E, > 0, indépendant de e, tel que dans le demi-plan P, § > &, 


T.(p), T(p), à.(p) et à(p) soient des fonctions holomorphes de | 


p à valeurs dans H (pour Î.(p) et T(p)), V et W. 
_ Pour peP, à.(p) (resp. ü(p)) est l’élément de V (resp. 
Vow) vérifiant : | 

(2,40) Be; &(p), #) + à (p), #) = (T.(P), ») 
pour tout ye V | 
(resp. 

2,11) (&(p), ») + p(@(p), #) = (T(p),) 
pour tout ve Vow): 

Puisque Rep > 0, il résulte du théorème 1. 3, appliqué à — 
b(e; u, ¥) = b(e; u, +) + plu, ») que, pour chaque peP, » 
ü.(p) — u(p) dans W. 

De plus d’aprés (1, 20) nous avons la majoration: 


(2, 12) |@.(p)|lw < K |T.(p)| où K est indépendante de €. ! 


Or, d’après (2, 5’), IT.(p)| est majoré par un polynôme 
en |p| indépendant de €. On a donc 


(2, 13) [lé (p)llw < (pl) 


où #(Ipl) est un polynôme en |p| indépendant de &. 

Il résulte de (2, 13) et des propriétés des fonctions holo- 
morphes, que sur tout compact de P, les à.(p) forment un 
ensemble équicontinu de fonctions à valeurs dans W. Par 


(47) Voir Schwartz [1] tome I p. 89. 
(**) Voir Schwartz [7] ou [8] p. 48 ou [3] exp. 2. 
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Suite la convergence à.(p) > ü(p) dans W, pour tout peP, 
entraîne 


(2, 14) à.(p) > à(p) dans W, uniformément sur tout com- 
pact de P. 


Il résulte de (2, 13), (2, 14), des propriétés des fonctions 
holomorphes et de la transformation de Laplace, que u, > wu 
dans D’(t; W). 

29 T et T. sont quelconque dans 9/(¢; H). 

- Soit G, (resp. G) la distribution de Green de l’opérateur 
B. + D (resp. B + D) relativement à l’espace N, (resp. Nz). 
Nous devons montrer que G.*xT.—Gx%xT dans 9’(t; W). 
Pour tout 7, considérons une fonction aj(t) e D_ (espace des 
fonctions indéfiniment dérivables à support limité à droite) 
avec aj(t) = 1 pour t<j. Alors aj(t)T et at)T, sont dans 
&’(t; H) et ont leur support dans un même compact de 
(0, + oo). Par suite d’après 1°, G, + a,(t)T; > G*a,(é)T dans 
D'(t; W). Or a(t)T; —T; et aj(t)T —T ont leur support 
dans ¢ > 7. Par suite, sur l’ouvert t <j, Gex T., (resp. G+T) 
coincide avec G, + a;(t)T. (resp. G* a,(t)T). Donc la restriction, 
à ouvert t<j, de G,« T; converge, dans D’(t<j; W) vers 
-G + T. D'où le résultat puisque 7 est quelconque. 

c) Perturbation singulière. — Opérateurs de la forme 
B. + aD° + bD où a et b sont des constantes réelles, avec 
a >> 0. — On reprend les notations de b) avec l’hypothèse 
(1, 13), ainsi que 
| (2,15) ble; u,v) et b(u,v) sont hermitiennes. 
et (1, 16) et (1, 17). Soit T donnée dans ®,(1; H) et une famille 
T.e (1; H) avec (2, 5). Soit u. (resp. u) la solution de 

D (2216) Blu. EF aD*u, + Du, = T,; u, e D'}(t; N,) 


(resp. 
+ (2,17) Bu +aD'u+ bDu=T; ueD'{t; Nh)) 
“avec a, b réels et a > 0. 


. Tuéorème 2. 3. — Sous les hypothèses (1, 13), (1, 15), (1, 16) 
(1, 17), (2, 15), (4, 23), (2, 5) la solution u, de (2, 16) où a 
et b sont réels positifs, converge vers la solution u de (2, 17) 
dans 9',(t; W). 
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Notons le lemme : | 
Lemme 2. 2. — On pourra se ramener aux hypothèses (1, 16), 


(1, 17) et a, b réels positifs, si on a (2, 8) (2, 9), a réel positif, 
b réel quelconque. . 
Démonstration. — Posons S. = we}, S = ue-}, À réel. | 
(2, 16) (resp. (2, 17)) devient : | 
(2, 16’) BS, + aD'S. + bDS, = e-'T,; S.e®'(t; Ni) 


(resp. 
(2,17) BS+aD°S+ bDS=e-*T; Se (t; Nz) 


~ ere de + 


avec 1 
B, = B, + bA-+ a)’; B=B + bÀ + aa’; b = 2aù + b. | 


Posons 
b(u, ») = b(u, ») + (bA + ad’) (u, ») 
et 
b(e; u, v) = be; u, v) + (bA + ad’) (u, 9). 


Il est alors toujours possible, d’après (2, 8) et (2, 9) de choisir À 
de façon que b(e; u, ») vérifie (1, 16) et b(u, ») (1, 17), et que 
Yon ait b= 2a + b> 0. | 

| 


Démonstration du théorème 2-3. 

Comme dans b) les u, ont leur support limité à gauche 
par un point fixe que nous supposons être l’origine. Il nous 
suffit de montrer que u,—> u dans 9’(t; W). Nous faisons la. 
démonstration uniquement dans le cas où T et T, ont leur 
support dans un compact fixe de (0, + 00). Le cas où T, 
et T sont quelconques s’en déduit exactement comme dans 6). 

Supposons donc T, et T à support dans un même compact! 
de (0, + 0), et faisons une transformation de Laplace. On 
reprend les notations de b, 10. Il existe & > 0, tel que, pour 
peP, demi-plan § > &, à.(p) (resp. à(p)) soit la solution 
dans V (resp. dans V(w) de ; | 


(2, 18) b(e; d(p), v) + (ap? + bp) ((p), #) = (Tip), ») 


pour tout ye V 


PHÉNOMÈNES DE PERTURBATION SINGULIÈRE 115 
(resp. 
(2, 19) (@(p), #) + (ap° + bp) (A(p), +) = (Te), #) 
pour tout v e Vw). 
Nous allons montrer que l’on a: 
(2, 20) pour chaque peP, à.(p) —üû(p) dans W 
et 
(2, 21)  ||@.(p)||w< &(|p|), où où A(Ipl) est un polynôme en |p| 
sea du de 
Si Rep? > > 0, (2, 20) résulte du lemme 1, 1 et du théoréme 1. 3 
appliqué a bi(e; u, v) = be; u, ¥) + (ap? + bp) (u, +), et 
(2, 21) de (1, 20) et (2, 5’). 
Cas où Rep? < 0, ze. |y| > & > &. 


En écrivant (2, 18) pour » = ü.(p), en prenant les parties 
réelles des deux membres, on obtient 


(2, 22) be; &(p), &(p)) < (IT. (P)] |ue(P)| + n*l&(p)|?) 


et en prenant les parties imaginaires des deux membres 


à T.(p)| 
2, 22 (pi <E)l . 

On déduit alors facilement (2, 21), de (1, 16), (2, 22), (2, 22’) 
et (2, 5’). Il n’y a pas de difficulté à montrer, par adaptation 
convenable de la démonstration du théorème 1. 2 (en tenant 
compte du lemme 1, 1), que à.(p) converge pour tout pe P, 
vers u(p) dans W faible, donc aussi dans H faible. Mais on 
a alors: 

lim|d.(p)|? — Jim PAP) dlp) _ p)|? (*) 


e>0 e>0 2aën + bn 


donc à.(p) > ü(p) dans H fort. 
Mais alors, 


b(e; &.(p), &(p)) — b(A(p), @(p)) + (@.(p) — Wp), (p) —u(p)) 


converge vers 0, d’où (2, Fu 
On déduit alan’, comme dans b), de (2, 20) et (2, 21) que 
u,—> u dans 9’ (t; W) d’où le théorème. 


(4°) Im désigne la partie imaginaire. 
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Problèmes non homogènes. — Reprenons l'hypothèse (1, 34). 
Soit T, et T avec (2, 5). Soit h donnée dans ®’(t; W), et une 
famille h, de D,(t; V) telle que h, >A dans ®'.(t; W), avec 
Bhe®)(t; H), Bhe®(t; H), B.h. convergent vers Bh dans 
D,(t; H) quand e —+ 0. 

Soit, sous les hypothèses (1, 16) et (1, 17), S, (resp. Us) 


la oon de i 
(2, 23) B.S, + DS. = Ts S. —h; = Di(t; Ne) 
(resp. 


(2, 24) BU, + aD'U,+ ÉDU, = Te; U.—he®/(t; NJ 
et S (resp. U) la solution de 
(2,25) BS+DS=T; S—heD(t; Ni) 


(resp. | 
(2, 26) BU + aDU + bDU=T; U—he®!(t; Np). — 
On a alors : | 
h 

THÉORÈME 2. 4. — Sous les hypothèses du théorème 2. 2. 
(resp. 2. 3) la solution S, de (2, 23) (resp. U. de (2, 24)) converge 


dans 9',(t; W) vers la solution S de (2, 25) Las U de (2, 26)). 


Démonstration. — On se ramène facilement au théorème 2. 2 
(resp. 2. 3) en posant 


s=5,.—h, et s=S—A(resp. u, = U.—A, et ee 
REMARQUE. — Les résultats du théorème 2. 3 se généra- 


lisent à l’aide des transmutations (°°), à des opérateurs de la 
forme : | 


B, + D? + r(t)D + s(t). 


Exemples. — 1° On prend un ouvert Q de R’, de fron 
tiére l. Puis H = L?(Q), W = H? (Q) et | 


b(u, ») = ((u, p)h + (u, rh qui définit  — A +1, 
Exemple 2. 1. — Prenons V = Hi(Q), donc Vo = H(Q). 
be; u, 9) = e((Au, Av) — ((u, w)), ))s) + ((u, %)) + (u, %)o 
définit «(A? + A) —A + 1. 
(©) Voir Lions [7]. 


| 
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Soit Te®'(t; L2(Q)). 
- Soit u, la solution de 
e(A? + Au, — Au, + u, + Du, = T; u, € D'(t; N.) 
et u la solution de 
— Au + u + Du =T; ue ®(t; Ns). 


Alors, d’après le théorème 2. 2, u. + wu dans 9/(t; H1(Q)). 
… Il reste à interpréter les conditions aux limites. 

La condition u,(x, t)e®D'(t; N.) signifie que pour toute 
fonction ¢(t) de l’espace D_, (u.(x, t), ¢(t)) est dans N., donc 
1CI : 


. (ula, d), 9(t))}p 0 et (tea t), o(t)) P= 0: 


La condition we D(t; Ng) signifie ici, pour toute 9e%., 


(u(x, t), ¢(t))Ir = 0. 
2° On pourrait reprendre tous les exemples du chapitre 1, 
n° 3. Bornons-nous à l’un d’entre eux: 


» Exemple 2. 2. — On suppose l' régulière, et on prend H, 
W, et b(u, ») comme dans 10. Prenons ensuite V = Ÿ, espace 
des ue L?(Q) avec Au e L?(Q) muni de la norme (|u|} + [Auf)'”. 
Alors Vi = H1(0). On prend 


b(e; u, ») = e(Au, Av), — e((u, »)), + b(u, ») 


qui définit eA* + (e° — 1)A + 1. 
Soit T donnée dans D’ (t; H). 
Soit u, la solution de 


eA*u, + (ce? — 1)Au, + u + D'u =T; ueD.(ti, N,). 
Les conditions aux limites sont ici: pour toute 9(t) e D, 
© (ecduc(a, 0), g(0) + (E — Aula, ), 9(0)))]r = 0 
et (Au,(2, t), o(t))|p = 0. 
Soit u la solution de 


—Au+u+ Du=T; we D(t; Nz) 
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pour laquelle les conditions aux limites sont: pour toute 

peD,ona (ul, t), 0) = 0). | 
Alors, d’après le théorème 2. 3, u.—>u dans 9’(t; H'(0)). 


2. Problèmes mixtes fins pour des opérateurs de la forme A(t) + D; 
théorèmes d’existence et d’unicité (**). 


On se propose dans ce numéro, d’étudier l’existence et 
l’unicité de la solution de problèmes mixtes pour l’opérateur 
A(t) + D, par la méthode de Galerkine, utilisée par de nom- 
breux auteurs (*), pour les opérateurs du 22 ordre en t. 

On reprend H comme au n° 1, puis V séparable avec (1, 1). 

On se donne sur V, une famille de formes sesquilinéaires 
continues, a(t; u, ¥), t>0,u,veV. 


Espace N(é) et opérateur A(t) associés a a(t; u, ¢). 

Pour t fixé, N(t) est l’espace des we V tels que l’application 
y — a(t; u, ¥) soit continue sur V muni de la topologie induite 
par H. Comme V est dense dans H, il existe A(t)u e H, tel 
que a(t; u, ») = (A(t)u, ») pour tout »e V. On munit N(é) de 
la norme 


[lle = (|lulf + [AC uE)"* 


qui en fait un espace de Hilbert. Alors A(é)¢4(N(t); H). 
On dira que a(t; u, »), vérifie sur V, ’hypothése (2, 27) 
(resp. (2, 28) ) siona 


(2, 27) t— alt; u, ») est deux fois continiment diffé- 

rentiable. 

resp. 

pour tout c > 0 il existe a(c) =a >0 
et A(c) =A tels que, pour tout 
te (0, c) et tout we V on ait 


(2, 28) (ellipticité) | 
Rea(t; u, u) + Aluf > duk. 
(51) Les résultats de ce n° 2 ne sont pas nouveaux; ils sont implicitement contenus 
ES Trèves [1] et Lions [6]. Nous les donnons ici explicitement pour la commodité 
u lecteur. 


(52) Voir Lions [6], Faedo [1], Visik [1] et Visik-Ladyzenskaia [1]. 
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De (2, 27) résulte : 


Pour tout c>0 il existe u,(c) =p, et mc) =u, 
tels que, pour tout te (0, c) et tout u, ve V, 


(2, 29) on ait 


Ja'(t; u, #)| << wullullyllelly 
et Ja"(t; u, %)|< pa flal|v [lolly (°) 
Nous désignons par €; (resp. €,) l’ensemble des applications 
- continues (resp. une fois continûment différentiable) de t > 0 
dans H, avec h’e L?((0, s); H)(**) (resp. h” e L? ((0, s); H) 
- pour tout s > 0. 
Nous avons le: 


THÉORÈME 2. 5. — Soit h(t) e C,, avec h(0) e N(0). Sous les 

_ hypothèses (2, 27) et (2, 28), il existe une fonction et une seule 

t—> u(t), une fois continiment différentiable de t >0, dans 
V, solution de: 


(2,30)  A(Du(t) + Dut) = A(t), u(t) e N(2) 


. pour t>0 et u(0) =0. 
De plus u, u’ et u” sont dans L? ((0, s); V) pour tout s > 0. 
Il nous suffit de montrer le théorème pour te (0, c), c fixé 
quelconque. 


Lemme 2. 3. — On peut toujours remplacer (2, 28) par 
9 34 pour tout c > 0 il existe a(c) = a > 0, tel que 
int Rea(t; u, u) > a||u|\y pour tout ue V et tout te (0, c). 
Démonstration. — Pour À réel, on pose v{t) = e~“u(é). Il est 
facile de voir qu’on peut toujours choisir À tel que 
a(t; u, ») + A(u, ») 
vérifie (2, 31). | 
Démonstration du théorème 2. 5. — Nous nous plaçons sur 
l'intervalle (0, c), c fixé, et nous supposons que at; u, #) 
vérifie (2, 27) et (2, 51). 
* (58) On pose a'(t; u, ¥) = Daft; u, v); a"(t; u, +) = Dfalt; u, ») et plus généralement 
| a(t; u, ») = D(a(t; u, 9) )- 


(54) L? ((0, 8); H) est l’espace des fonctions de carré sommable sur (0, s) à valeurs 
dans H, muni de sa structure Hilbertienne naturelle. 
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Démonstration de l’unicité. — Nous supposons dans (2, 30), 
h(t) = 0, et nous devons montrer que u(t) = 0. Or, on a 


a(t; u(t), u(t)) + (u'(t), u(t)) = 0. 
On en déduit, en tenant compte de (2, 34) et de la condi- 
tion u(0) = 0, 
2a [ “ubl dt +|u(s]? <0 pour tout se(0, c). 
0 
Par suite u(t) est nulle pour tout te (0, s) donc pour tout 
te (0, c). 


Démonstration de l'existence. — Soit 4, #2, ..., Wy. une 
suite totale dans V, telle que pour tout p, #1, ... #, soient” 
linéairement indépendants. Soit g;,(é) la solution du système 
différentiel : 


(2, 32) D8} Y gult)ats 9%) + 3 shalt) (i, #7) (= DA((A (D), ) 


i=1 . i 
Te ie Racer te 
avec 


(2, 33) gi,(0) =0; 8in(0) = Bi, avec À Buri >h(0) dans V 

8:,(0) = yin avec ns Yi > R'(0) — A(0) (0) dans H. 

Le système admet une solution unique g;, qui est deux 
fois continiment différentiable de t>0, avec g,e12(0, s) 


pour tout s > 0. 
Posons 


(2, 34) Le) = Lin(t) w 
On déduit de (2, DA à 


a(t; u,(t), u(t)) + 2a’(t; u(t), ur OLA. a sy Ce 
“+ (ual, ull) = OP, wt, 


D'où, en prenant les parties réelles des deux membres et en 
intégrant de 0 à s: 


2 f, Rea(t; w(t), ui(t)) dt < [u:(0)® 
+ f,|2Re{(h"(t), wh(t)) —2a"(t; ui(t), wi(t))—a"(t; u,(t), ul(t)) de. 
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D’ou, pour se (0, c), en tenant compte, d’une part de (2, 29) 
t (2, 31), d’autre part de 


(2, 35) IR(DIR < 2 f Ile (æ)R dx (puisque u,(0) =0) 
et 

(2, 36) It <2 lu (O)R + 2 f° |leet(a) | de. 
ar fl un(e) dt <|ul(o)|2 + (ys + A,)|les(0)|l% 


4 (is Lu) + ( f° arco a) (Lui as) 


où les constantes k,, k,, k, et K ne dépendent que de c. 
En tenant compte de (2, 33) on en déduit qu’il existe s, 
ne dépendant que de c, tel que 


RAR dt < Clay), 
On en déduit, d’aprés (2, 35) et (2, 36): 


LCR + IRACOR lla) dt < Os). 


On peut donc extraire une sous-suite u,, telle que u,, w,, Uy, 
convergent faiblement dans L? ((0, &); V). Soit u la limite 
de uy; alors u est une fois continiment PSE de (0, 5) 
dans V, et pour chaque te(o, 5), u,(t) —>u(t) et u,(t)>u'(t) 
dans V faible. 

Intégrons alors deux fois (2, 32) en tenant compte de 


(2, 33). On obtient : 
a(t; u,(t), 9) + (w',(t), Wj) = (A(t), #;) + (u,(0) — h(0), w;) 

+ ta(0; u,(0), sv) + t(u,(0) — h'(0), w)). 
Prenons n = y et faisons tendre y vers |’ oo. Le premier membre 
de l’égalité précédente tend vers: 


a(t; u(t), 9j) + (u'(t), w;). 


Le deuxième membre tend vers (h(t), w;) puisque, d’après 


(2, 33) u,(0) > h(0) dans. V, et qua d’autre a 
a(0; u}(0), w,) > a(0; h(0), w,) = (A(0)h(0), w,). 


puisque h(0) e N(0). 
Par suite u(t) vérifie : 


(2,37) a(t; u(t), 9%) + (u'(t), ) = (h(t), #j) pour tout 7. 
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Par suite u(t) est solution de (2, 30), pour te (0, 59). 

Désignons par uy(t ) la solution de (2, 30) dans (0, s9). Nous 
sommes amenés à chercher une fonction u,(t), définie sur 
t> s,/2, une fois continiment différentiable de t > s/2 dans V, 


vérifiant : 

(2,38) A(t)u,(t) + Du,(t)=h(t); u,(t) e N(t); (5/2) =u; (5/2). 

Soit p(t) une fonction indéfiniment différentiable, avec 
p(t) = 1 pour t < (%/2) +7, T < 5/4, p(t) = 0 sit > % —7. 
Posons #,(t) = p(t)u,(é). Pour tout t > 0, v.(t) e N(t). Posons 
Pa(t) = ua(t) — v1(t). Il est équivalent de éheïcher u,(t) solution 

e (2, 38), ou de chercher w,(t), une fois continiment diffé- 
rentiable de t > s,/2 dans V, vérifiant: 

(2, 39) A(t)wa(t) + Dwe(t) = ha(t); a(t) € N(t), w2(50/2) =0 

: avec hat) = h(t) (1— p(t)) —p'(t}u(t) 

Or, h,(t) est une fonction une fois continiment différentiable 
de 1> 2 dans H, et h; e L?((s)/2, s); H) pour tout s > 5/2, 
puisque u, e L?((0, so); H). De plus ha(So/2) = 0, donc est dans 
N(s/2). 

Le problème (2, 39) est donc équivalent au problème (2, 30) 
avec s,/2 à la place de 0. Par suite il existe une solution unique 
de (2, 39), dans (5/2, Inf (35/2, c)), et ainsi de suite si c > 35/2. 

On peut obtenir un théorème analogue au théorème 2. 5, 
en affaiblissant les conditions sur A(t), mais en faisant des 
hypothèses supplémentaires sur a(é; u, »). De façon précise, 
nous posons : 


(2, 40) a(t; u, ¥) = &t; u, v) + a(t; u, +) 
avec 
(2, 41) a(t; u, ¥) = a(t; », u) pour tout u, peV 
et, nous supposons : 
pour tout c > 0, il existe A(c) = A et a(c) = a > 0, 
(2, 42) tels que, pour tout t € (0, c) et tout ue V, on ait: 


3 dy(t; u, u) + Alu > allulfi 
pelts tout c > 0, il existe v(c) = y, tel que, pour 
(2, 43) tout te(o, c) et tout u, pe V, on ait: 


|Rea,(t; u, 9)|< vlullvlol. 
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Tutorime 2. 6. — Soit h(t)eC,, avec h(0)e V. Sous les 
hypothèses (2, 27), (2, 42), et (2, 43), il existe une fonction et 
une seule, continue (resp. une fois continiiment différentiable) 
de t > 0 dans V (resp. dans H), solution de (2, 30). De plus u 
et u’ sont dans L? ((0, s); V) et wu” est dans L? ((0, s)); H) 
pour tout s > 0. 


Démonstration. — Il suffit de montrer le théorème dans 
(0, c), c fixé. Nous pouvons remplacer (2, 42) par: 


(2, 44) il existe a(c) = « > 0, tel que, pour tout te (0, c) 
et tout we V, on ait: alt; u, u) > « |lully. 


L’unicité s’établit comme pour le théorème 2. 5. Montrons 
l’existence. 

Les w, étant définis comme précédemment, soit g;,,(t) la 
solution du système : 


(2, 45) DÉS eulcalts ns) + 3 gu(D(.6)) = D(A), 9), 
SE ARC RE 


avec les conditions : 

(2,46) g(0)=0; gin(0) = fa et D Bi —>h(0) dans V. 
Ce système admet une solution unique, qui est une fois conti- 
niment différentiable, avec gi, e L?(0, s). 


Posons encore u,(t) = >) gin(t). 


On déduit de (2, 45) ‘=! 
a(t; wh(t), wh(t)) + a’(t; u(t), Un(t)) + (un(t), Un(é)) = (A’(E), un(t)). 


D’ou en prenant les parties réelles et en intégrant de 0 as: 


2 [l'ao(t; ui(t), un(e)) dt 
<[ui(O" + 2 f"|Ref(h'(t), w()) —a'(ts walt), un(t))}| de. 
On en déduit très facilement par des majorations analogues 


à celles du théorème 2. 5, qu’il exite s, ne dépendant que 
de c, tel que 


(2,47) f*(|Juh(t)Il* + IR (IR) dt < C(s0). 
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Mais on déduit aussi de (2, 45): 

a(t; ui(t), wh(t)) + a’(t; u(t), un(t)) + lu (O8 = (k'(6), us (t)). 
D'où, en prenant les parties réelles et en intégrant de o à 5%: 
(2,48) ao(80; (50), Un(so)) + f, "1ux(#) dt ao(0 ; u:(0), u:(0)) 

+ PRO de+ ff lai(ts un(t), w(#)| 
+ 2]Rea(t; wi(t), wi(t))| } dt + 2] [*Rea”(t; un(t), un(é)) dé. 
Majoration de J, "| Rea,(t ; u,(t), u,(t))| dt. Nous utilisons (2, 43): 


So 1 " Sony oy 2 1/2 Soy oy 1/2 
["[Reay(t; ut, (0) de vf he (or d)"* (fluor de)”. 
D'où, en utilisant (2, 47): 


So n " Soi p 1/2 
| ["Reay((ts ux(t), uh(t)) dé SK ( "*|us(t)| dt) 
Majoration de | À “a'(t; u(t), u{t))dt.| Nous partons de: 


Gs u,(t), u,(t)) a Dfa'(t; u,(¢), u,(t)) } 
a, —a'(t; u,(t), u,(t))—a” (t; u,(t), u,(t)). 
D’ou, en utilisant, à la fois, (2, 29), (2, 35) et (2, 46) et (2,47) : 


IJ" Rea'(ts u,(t), uf(t)) dé <K, + K,l}u(sp)llv. 


De plus, d’aprés (2, 47), {lables Un(t), Un(t))| dt < K,, les 


0 
constantes K,, K,, K,, K, étant indépendantes de n. 
Portant ces majorations dans (2, 48) et utilisant (2, 44) 
et (2, 46), on voit qu'il existe une constante K, indépendante 
de n, telle que 


(2, 49) ik "jul(t)P dt < K,. 


De (2, 47) et (2, 49), il résulte que l’on peut extraire une 
sous suite u, telle que u, et uy (resp. u,) convergent faiblement 
dans L* ((o, s,); V) (resp. dans L? ((0, s); H). Si u est la limite 
de u,, alors u est continue (resp. une fois continiment diffé- 
rentiable) de (0, s,) dans V (resp. dans H) et pour chaque 
te (0, 8), u(t) (resp. u, (t)) converge vers u(t) (resp. u'(t)) dans 
V faible (resp. dans H faible). | 


he 
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Il est facile de montrer, comme dans le théorème 2. 5, par 
passage à la limite, en utilisant (2, 46), que u(t) est ichation 
de (2, 30) dans (0; 3). On en déduit le résultat sur (0, c) exac- 
tement comme dans la démonstration du théoréme 2. 5. 


Problèmes mixtes. — Nous faisons maintenant l'hypothèse 
(1, 7) (*). Au théorème 2. 5 correspondra le problème mixte 
suivant: Soit {—> F(t) une fonction définie de t > 0 dans V, 
deux fois (resp. trois fois) continiment différentiable de 


-t> 0 dans V (resp. dans H), avec A(t)F(t) e H pour tout t > 0, 


et t > A(t) F(t) deux fois continiment différentiable de t > 0 
dans H, et A(0)F(0) + F’(0) e N(0). 
Soit k(t) e C, et k(0) e N(O). 


Problème 2. 5. — Trouver U(t), une fois contintiment diffé- 
rentiable de t > 0 dans V, avec 
A(t)U(t) + DU(é) = k(t), U(t) — F(t) e N(i) pour 0: 
U(0) = F(0). 


En posant u (t) = U(t) — F(t) on est ramené au problème 
(2, 30) avec 
h(t) = A(t) — (A()F() + DF(i)). 


D’après les propriétés de k(t) et + ), A(t) vérifie les propirétés 
du théoréme 2. 5. Par suite, sous les hypothéses (2, 27), (2, 28), 
le probléme 2. 5 admet une solution unique; De plus U, U’, 
et U” sont dans L? ((0, s); V) pour tout s > 0. 

Au théoréme 2. 6 correspond le problème mixte suivant : 

Soit t > F(t) une fonction à valeurs dans V, une fois (resp. 
deux fois) continiment différentiable de t > 0 dans V (resp. 
dans H) avec A(é)F(t)¢H pour tout t > 0, et t > A(t)F(é) 
une fois continiment différentiable de t> 0 dans H, et 
A(0)F(0) + F’(0) e V. 

Soit k(t) eC, avec k(0) e V. 

PROBLÈME 2. 6. — Trouver U(t), continue (resp. une fois 
continument différentiable) de t > 0 dans V (resp. H) avec 

A(t)U(t) + DU(t) = k(t); 
U(t) — F{t)e N() pour t>0 et U(0) = F(0). 
(55) Nous supposons (1, 7) pour simplifier. Sous la seule hypothèse (1, 1) on devra 


supposer qu’il existe un espace vectoriel topologique E, et un opérateur À (t)e£(V; a 
tel que A(i)h = A(t)h pour tout heN(t). Cf. p. 54, problèmes 2-3 et 2-4. 
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On voit facilement, d’après le théorème 2. 6 que si a(t; u, #) « 


am 


vérifie les hypothèses (2, 27), (2, 42) et (2, 43) le problème 2. 6 « 


admet une solution unique. De plus U et U’ sont dans L*((0, s); V) 
et U” est dans L’((0, s); H) pour tout s > 0. 


Cas particulier des opérateurs indépendants du temps. 

Les résultats précédents sont encore valables pour une seule 
forme sesquilinéaire a(u, ») définissant un opérateur A et un 
espace N indépendants du temps. Les hypothéses (2, 28), 
(2, 42) et (2, 43) se modifient de fagon évidente. Quant aux 
démonstrations elles se simplifient puisque les termes en 
a’(t; u, ») a(t, u, #) etc... disparaissent. En particulier, on 
obtient directement le résultat dans (0, c) sans passer par 
l'intermédiaire de Sp. 

Notons encore, pour des opérateurs indépendants du temps, 
le théoréme suivant qui nous sera utile dans la suite: 


THÉORÈME 2. 7. — Soit f donnée dans N avec Afe N (resp. 
Afe V). Si la forme au, ) vérifie (2, 28) (resp. (2, 42) et 
(2, 43)) (ces hypothèses étant modifiées de façon évidente) il 
existe une fonction et une seule u(t), une fois continûment diffé- 
rentiable de t > 0 dans V (resp. continue de t > 0 dans V, une 
fois contintiment différentiable de t > 0 dans H) vérifiant: 


(2, 50) Au(t) + Du(t) = a u(t) e N(t) pour t > 0 
u( 


En posant U(t) = u(t) — f on se ramène au théorème 2. 5 


(resp.. 2. 6). 


3. — Perturbation singulière: convergence fine 
pour des opérateurs de la forme B.(t) + D et B,(t) + D*. 


On reprend deux espaces de Hilbert V et W avec 
(2,51) VeWcH et V  séparable dense dans H. 


On se donne sur V (resp. W) une famille de formes sesqui- 
linéaires continues b(e; t; u, ¢), Ee< &,t2> 0 (resp. b(t; u, »), 
t > 0).On désigne toujours par V(w l’adhérence de V dans W, 
muni de la topologie induite par W, par N.(t) et B,(t) l’espace 
et l'opérateur attachés à b(e; t; u, #) sur V, et par Na(é) et 
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B(t) l’espace et Vopérateur attachés a b(t; u, ») sur Vow. 
Donnons maintenant une définition. 

Désignons par C(t) resp. (C:(t)) l’ensemble des fonctions 
continues (resp. une fois continûment différentiables) de t > t 
dans H, avec h’ (resp. h”) dans L*( (i, s); H) pour tout s >). 

Soit h(t) € C(t) (resp. Ca(to) ). Soit h,(t) une famille de C€,(t)) 
(resp. Ca(to)). 


Définition 2. 2. — Nous dirons que h,(t) vérifie la propriété 
Cy(to; h) (resp. Co; h)) si nous avons, pour € convergent 
vers 


(2, 52) h.(t)) est borné dans V. 
(2,53) hk—h dans L*((f&, s); H) et A, est borné dans cet 
espace pour tout s > to. 
(resp. 
(2, 54) h. 
est borné dans V. 
B.(t)hefto) est borné dans H. 
h(to) est borné dans H. 
(2,55) hk.—h dans L?((4, s); H) et h; est borné dans cet 
espace pour tout s > fp. 
Lemme 2. 3. — Si ht) vérifie Cito; h) (resp. Cs(t9; H)) 
alors, on a: 


(2,56) pour tout t>%t,h,(t)—>h(t) dans H. 


(resp. 
(2, 57) pour tout t >t, h;(t) est borné dans H, et ht) > h(i) 
dans H. 
Démonstration. — Si h,(t) e Cats), on a 


Lee 2 

(2, 58) LA) < 2hi(t)|? + 2(e— à) J, [he()|* de. 
Si h,(t) vérifie C.(t); h), alors h:(t) (resp. he) est borné dans H 
(resp. dans L*((t), s); H) pour s > &) et par suite h,(t) est 
borné pour t >t. Le lemme 2. 3 résulte donc du lemme: 

Lemme 2. 4. — Soit K un espace de Hilbert, et ty un nombre 
réel > 0. Si h, > h dans L*((to, t); K) et si hé est borné dans 
cet espace pour tout t > to, alors h,(t) — h(t) dans K pour tout 
Lo tg 
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Démonstration. — On a 
D|lhe(t) — A(e)||k = 2Re(hi(t) — h'(t), A(t) — A(t) 
donc 


ea) — AR — [Veelto) — A(t) = 2. Re(Hi(æ) — h(a), 
h,(x) — h(x))xdz. 


Par suite des hypothèses le second membre tend vers 0, donc . 


Timm [JR (E) — A(¢)] lk = lim [[Fee(4o) — H(t) i 


cette limite ne peut étre que 0, car autrement h,(é) ne pourrait 
pas converger vers h(t) dans L?((4, t); K) pour t > &. 


Exemple. — Si h(t)¢C, (resp. €,) alors la famille réduite 
à h(t) elle-même appartient à C,(0; h) (resp. €,(0; h) à condi- 
tion que (0) ef" ]N:(0) n Nx(0) (*) (resp. (0) € V). 


; 
Faisons sur b(e; t; u, ¢) et b(t; u, v) les hypothèses suivantes : 


Hypothèses d’ellipticité. 


(2,59) Pour tout c>0, il existe a(e; c) = a(e) > 0, 
a(e) 0 avec €, et 8 > 0, tels que, pour tout 
te(0, c) tout we V, et tout € < &, on ait: 


Reb(e; t; u, u) > a(e)||ul|y + Bllul|w 
et 


(2, 60) b(t; u, ») vérifie (2, 31) sur W. 


Hypothèses de différentiabilité en ¢. 


(2, 61) Pour e<&, et u, ve V, t— b(e; t; u, ¥) est 
deux fois continûment différentiable en t, et pour 
tout c>0, il existe des constantes u(c) = 1, 
Ha(c) = Ha, V1(c) = Va, Va(c) = va, telles que pour 
tout te (0, c), eo, et u, ve V on ait: 


1b(e5 t5 u, #)| < pre(e)|lellv|lelly + allele |lollwws 
[bN(e5 t5 u, #)| < vaa(e) [hellvllelly + vellelw el 
a(é) étant définie dans (2, 59). 


(5) Cette intersection n’est jamais vide 


; elle contient toujours 0. Sous l’hypo- 
thése (1, 33) elle contient méme 9(Q). ws 


CR 
a 
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(2, 62) b(t; u, +) est deux fois continûment différentiable 
en ¢ pour u, ye W. 


… et enfin, les deux hypothèses suivantes : 


(2, 63) pour chaque ¢>0, b(e; t; u, v) vérifie Bape Vite 
si ue V vérifie |b(e; t; u,., u.)| borné, alors 
b(é; t; ue, ¥) — b(t; ue, ¥) +0 pour tout pe V 
et 
_ (2, 64) Pour tout c> 0, il existe 6(e; c) = Ô(e), d(e) — 0 
avec €, telle que pour tout te (0, c) et tout ue V, 
on ait: 


Re} b(e;t; u, uw) —O(t; wu, u)}+ o(e) Red(t; u, u) >0("). 


| THÉORÈME 2. 8. — Soit h(t)eC; avec h(0) e Na(0) et une 
- famille h.(t) e C2 vérifiant C:(0; h). Sous les hypothèses (2, 51), 
… (2, 59) et (2, 60), (2, 61) et (2, 62), (2, 63), (2, 64), soit u,(t) 
- (resp. u(t)) la solution une fois contintiment différentiable de 


t>0 dans V (resp. Vow) de 
(2,65) B.(t)u.(t) + Du.(t) = h.(t); u.(t) e Nt) pour t>0; 
0. 


Ue( 


~~ 


(resp. 


(2, 66) B(t)u(t) + Du(t) = A(t); uft)e Nnft) pour t>0 
u(0) = 0. 


_ Alors pour tout s>0,u, converge dans L*( (0, s); W) vers 

u; uz converge faiblement dans cet espace vers u’, et u; y converge 

faiblement vers u”. Il en résulte que pour tout t > 0, u.(t) > u(t) 

dans W fort, et u;,(t) —> u'(t) dans W faible. 

- Remarque. — On pourra toujours se ramener aux hypo- 

._ thèses (2, 59) et (2, 60) si on a 

(2, 59’) Pour tout c > 0, il existe a(e; c) = a(e) > 0, a(e) +0 
avec €, A(e; c) = A(e), A(e) > À quand € +0, et 
B(c) = 8 > 0, tels que pour tout te (0, c) tout 
u, pe V,ete<e, on ait: 


Re b(e; t; u, u) + Ale) |uP > a(e) [ul + 8 [lullw 


(7) Cf. C1, 23.) , 


130 DENISE HUET | 


et 


(2, 60’) Pour tout c > 0, il existe y(c) =y > 0, et tue) = 
tels que, pour tout te (0, c) et tout u, ye W, a 


ait: 


Reb(ts u, u) + uP > vllullv. 
Démonstration du théorème 2. 8. | 
On a 
b(e; t; u(t), v) + (ut), ») = (hi(t), ») pour tout ve V 
d’où, en dérivant chaque membre, deux fois par rapport à ¢: 


b(e;t; ut), ») + 2b'(e; t; ui(t), v) + b"(e; t; u.(t), ») 
| + (uil(0), ») = (ald), 9) 


pour tout »e V, donc pour » = u,(t), ce qui donne 
b(e; t; uc(t), ue(t)) + 2b’(e; t; u.(t); w(t)) ae 
13 ps bé(e; t; u,(t), uz(t)) i (u;z'(t), u:(t)) + (h(t), u,(t)) 
d’où, en prenant les parties réelles et en intégrant de 0 a s, 
se(0, c) 
(2, 67) 2" Reb(s; t; ui(t), wi(t))dt + [ue (s)P<|ut (0) 
2} f° Ref (helt), ws(t)) —2b'(e5 t; ui(t), ui(t)) 
— b"(e; t; u(t), ue(t))} dtl, 
On en déduit, comme à la page 65, en tenant compte de. 
(2, 61) et de u.(0) = 0; que le second membre est majoré par 


ORK ( [140 Pat)**( f []ue(2)|livde) “+-(deys- +A) a(e)|]00(0)] Fh 

+ kes [/ 2(¢)|lus(O)|Rat + (hs + 1)\hud(O)|fw + ds (ju de 

où les constantes hy, ky, ky, h, L l,, et K sont indépendantes 
de € et ne dépendent que de c. 

Mais, d’après (2, 54), u(0) = h.(0) est borné dans V, et 

ue(0) = h(0) — B.(0)h.(0) est borné dans H, et d’après (2, 55) 

; |Az(t)/'dt est également borné. On en déduit donc, en uti- 

lisant (2, 59’) pour minorer le premier membre de (2, 67) 


2 [> fa(elacoh + Ime dt < Ka Ke (fed 
+ Ky f a(e]lué(o]Rde + Kes f° luc fvde 
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où les constantes K,, K,, K,, K,, ne dépendent que de c, et 
sont indépendantes de «. 

Il est donc possible de trouver s,, dépendant uniquement de c, 
indépendant de €, tel que 


(2, 68) fl" (a(e) Ilut(oR + Ilui(o]fis) dt <C (sy) 


C(s) étant indépendante de e. 
On en déduit, en utilisant u.(0) = 0 


(2, 69) "(lite + Ils) dé < Cis, 


où C,(s,) ne dépend pas de €. 


Remarque. — Pour établir (2, 68) et (2, 69), nous n’avons 
+ pas utilisé les hypothèses (2, 63) et (2, 64), ni d’ailleurs, (2, 60) 
et (2, 62). 

D’après (2, 68) et (2, 69), de toute suite u,, on peut extraire 
une sous-suite u., telle que w,, Uz, Ue, convergent dans 
L* ((0, 59); W) faible vers w, w’ w”. Alors # est une fois conti- 
nument différentiable de (0, s,) dans W, et pour tout te (0, s,), 
… U,(t) > w(t) dans W faible, et u,(t) converge vers w’(t) dans 
_ W faible. 


Mais on a 
b(e;; t; Ue (t), 9) + (w(t), 0) = (A(t ), ¥) pour tout pe V. 


Donc, par passage à la limite, en tenant compte de (2, 63), 
pour le premier membre (**) et de (2, 57) pour le second: 


b(t; w(t), ©) + (w(t), ©) = (Ald), ») 


pour tout ye V donc pour tout # € Vw). 

Par suite (t) = u(t). 

Nous avons donc montré, sans utiliser ’hypothése (2, 64) 
que u., u et u. convergent, dans L?((0, s)); W) faible, respec- 
tivement vers u, u et uw’. Montrons maintenant que u, > u 


_ dans L*((0, 5); W). D’après les hypothèses (2, 64) et (2, 60), 


- il nous suffit pour cela, de montrer que 

> ['Re(b(e; 4, ut, u NE u(t), ut) 
+ b(t; ut) — u(t), ut) — u(t) dé 

converge vers 0, avec €. 


(58) Il est facile de voir que pour chaque 1, | b(e; t; u(t), ue(t))| est borné. 


ous 


132 DENISE HUET | 
Or, 4 
is Re(H(6 t, ut), w(t)) — O(t; welt), w(t)) 


+ b(é; welt) —u(t), ue(t) —u(t)) dt = J "Ref he(t) —h(2), we(2)) 
+ b(t; u(t) — u(t), u(t) + (u'(t) — ut), ue(t))} dé 
< [Ref (he(t) — h(0), welt) + b(t; ult Share u(t) 
+ (u'(t) — u(t), u(t))} dt 


(car L Re(u'(t)—ui(t), a Oar angeles sien a JE pc) 


et le second membre tend vers 0, quand € — 0, d'après (2, 55) 
et les convergences faibles dans L? ((0, so); ); W) de u,, u; vers u 
et wu’. 

Le théorème est dE démontré pour te (0, 59). 

Désignons par uf(t) (resp. w(t)) la solution une fois conti- 
nûment différentiable de (0, sy) dans V (resp. V(m) de (2, 65) 
(resp. (2, 66)) pour te (0, s)). Reprenons la fonction p(t) de 
la p. 66, et soit ui(t) la solution une fois continiment diffé- 
rentiable de t > s,/2, dans V, de 

(2, 70) B.(é)us(t) + Dus(t) = s(t); 

us(t) e N,(t) pour t > %/2 

us(s/2) =O avec  Ag(t) = h.(t) (4 — p(t)) — p'(thui(t). 
et u(t) la solution une fois continiment différentiable de 
t > 5/2 dans V(m de 


(2, 71) B(t)us(t) + Dus(t) = ha(t) ; 
u(t) € Na(t) RTE t > 5/2 
Us(S/2)=0 avec  — hy(t) = h(t) (1 — p(t)) —p'(t)u,(t). 


Or, h(t) e C,(s)/2) avec he(so/2) ree et il est trés facile 
de vérifier que hi(t) vérifie C,(s/2, hg). Par suite uf (resp. uf et 
us’) convergent dans L*((s,/2, 3s,/2); W) fort (resp. faible) vers 
u, (resp. u, et u,). En recommengant le processus, si 3s,/2 < ce, 
on montre finalement le théorème dans (0, c) C.Q.F.D. 

De toute évidence, le théorème 2. 8 correspond au théo- 
rème 2. 5. Étudions maintenant 2 théorème correspondant 
au théorème 2. 6, 

Posons : 


b(e;t;u, v) = dole; t; u, v) + bi(e; t; u, y) 
avec bo(e; t; u, v) = bo(e; t; 9, w) pour tout u,veV 


PHÉNOMÈNES DE PERTURBATION SINGULIÈRE 195 


et 


b(t; u, ») = bift; u, ¥) + Dy(t; u,v) avec bolt; Uy. ¢) = bolt, u) 


pour tout u, ve W. 
Nous avons le théoréme suivant: 


Tutoréme 2. 9, — Soit h(t) e €, avec h(0) e V, et une famille 


_ Ali) € C1, vérifiant C:(0; h). Sous les hypothèses (2, 51), (2, 59) 


_ et (2, 60), (2, 61) et (2, 62), et 


(2, 72) pour tout c > 0, il existe des constantes 74(c) = 71, 
Ta(c) = 7%, telles que pour £ < &, te (0, c), et u, 
ve V on ait: 


[Rebi(e; t; u, »)] ae) |lully lo] + allul|w lo] 

et 

(2, 73) pour tout c > 0, il existe une constante 7(c) = 7 telle 
que pour tout te (0, c), et tout u, » e W, on ait 


|Reb,(é; u, 9)| <a|lullw lo] 


ainsi que (2, 63) et (2, 64), soit u.(t) (resp. u(t)) la solution conti- 
nue de t >0 dans V (resp. V(w), une fois continiment diffé- 
rentiable de t>0 dans H, de (2, 65) (resp. (2, 66)). ati 
quand ce —— (0, pour tout GS Ue > U dans Ta(o s) ; W) 
u,—> u’ dans L2(( 0, s); W) faible, et u; > u” dans L?((0, A H) 
faible: Il en pale que pour chaque t = 0, u,(t) > u(t) dans W, 
et u,(t) > wu’ (t) dans H faible. 

Il est inutile de refaire toute la démonstration. On opére 
comme dans la démonstration du théoréme 2. 8, en utilisant 
cette fois, les inégalités 4 priori (2, 47) et (2, 49). 


Opérateurs du deuxième ordre en: B.(t) + D’. 
Reprenons EE (2, 51) et les notations du début 
du n° 3. Posons-la 


Définition 2. 3. — Soit h e C5(t)). Nous dirons qu’une famille 
h.e €,(t,) vérifie Fe propriété C(t; h), si lorsque ¢ —0, nous 
avons (2, beh 

(2, 54’) h.(t5) ne hi(t,)) est borné dans V(resp. H). 
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Nous avons essentiellement deux théorèmes : 


Tutorime 2. 10. — (Théorème de convergence faible) : Sous 
l'hypothèse (2, 51), soit heC, avec h(0)e V, et une famille 
h.(t) e © vérifiant la propriété €,(0; h). Sous les hypothèses 
(2, 59) et (2, 60), (2, 72) et (2, 73) et 


(2,74) pour e<&,u,veV,t—>b(e;t; u, ») est trois fois 
continiiment différentiable avec (2, 61) 
et pour tout c > 0, il existe des constantes w,(c) = a, et 
w(c) = w telles que, pour tout te (0, c), tout u, 
ge V ete <E, on ait: 


LD"; t; u, ¥)] < @a(e) |[ully [lolly + ee [lllw [lellw 
e 
(2, 75) pour u, ve W, t—b(t; u, ») est trois fois continü- 
ment différentiable 
ainsi que (2, 63), soit u.(t) (resp. u(t)) la (**) solution une fois 
continüment différentiable de t >0 dans V\resp. Vi) deux 
fois continüment différentiable de t >0 dans H, de 
(2, 76) B.(t)u.(t) + D'u(s ) =A,(t); u(t)e N,(é) pour t > 0 
u.(0) = u,(0) = 0. 
(resp. 
(2, 77) B(t)u(t) + D'u(t) = h(t); u(t)e Na(t) pour t>0 
u(0) = u’(0) = 0). 


Alors quand « — 0, pour tout s > 0, u,, Wes ue convergent dans 
L?((0, s); W) faible respectivement vers u, u’, et u”, et ut converge 
vers u” dans L*((0, s); H) faible. Il en résulie que pour tout 
t>0, u(t), u(t) convergent dans W faible, respectivement 
vers u(t), u'(t) et u(t) converge vers u"(t) dans H faible. 


THÉORÈME 2. 11. — (Théorème de convergence forte) Sous 
les hypothèses du théorème 2. 10, avec, en outre 


(2, 72’) Pour tout c > 0, il existe une constante t(c) = 
telle que, pour tout te (0, €), tout u, ve V, et tout 
E LE, on ait: 


IRefbi(e; t; u, ») — bift; u, »)}| ra(e)|ully el 


(°°) Pour l'existence et l’unicité voir Lions [6] p. 7 et aussi Trèves [4]. 


Eee 7 
A OMR 
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et 


(2, 61’) Pour tout c > 0, il existe une constante À(c) = à, 
telle que pour tout te (0, c), tout u, re V et tout 
Le, onait : 
| [Boles t3 w, ») — Bilt; u, »)| < Aa(e) ||ully lolly 
e 
(2, 64°) Pour tout c > 0, il existe des constantes d,(e, c) = d(e) 
et Êa(c) = dy 01(E) +0 avec €, d >> 0 telles que 
bo(e; t; u, u) — bit; u, u) + d:(c)bo(t; u, u) 
> Ôsa(e) |lullv 
pour tout ue V, tout te (0, c) ete < €. 


Alors u, > u dans L?((0, s); W) et uz > u’ dans L2((0, s); H), 
paur tout s > 0. Il en aus que, pour tout t > 0, u,(t) > u(t) 
dans W et ue(t) > w(t) dans H. De plus («(<)'” uz) (resp. (a(e))"?ue) 
et (a(e) ?u:) converge fortement (resp. faiblement) vers 0, dans 


L*((0, s); V) pour tout s > 0. 


Démonstration du théorème 2. 10. — Nous ne donnons pas 
la démonstration complète. La méthode est toujours la même. 
(Cf. Théorème 2. 8). Il nous suffit de montrer le théorème 
dans (0, c), c fixé à l’avance. Il nous suffit même de montrer 
qu’il existe alors s,, ne dépendant que de c, tel que le théo- 
rème soit vrai dans (0, so). Or, il est facile de montrer, en 
utilisant les inégalités à priori établies dans Lions [6], p. 10 
à 20, et en particulier (5, 14) et (5, 15), p. 14, qu'il existe so, 
ne dépendant que de c, tel que l’on ait: 


(2,78) f* {fue (t)|® + ae) [lee (Olli + 1h "(OI fr) dt < Ci 
et 
(2, 79) fi {a(e) (Ile (t)% + [lue (DIR) 
[lui (Ile + [le (OIRr) dé < C 


C, et C étant indépendante de. 
On en déduit alors facilement, en utilisant (2, 63), que 


/ u” 


Uc, Uz, et Ue convergent dans L°((0, s,); W) faible vers uw, u 
et que uz’ converge dans L*((0, si); ); H) faible vers u’. 


Démonstration du théorème 2. 11. — Soit c > 0 fixé. On 
va montrer qu’il existe s, ne dépendant que de c, tel que le 
théorème soit vrai dans (0, s;). 


L 
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D’après (2, 60), (2, 64’) et les convergences faibles établies 
au théorème (2, 10) on a pour se(0, c) 


(2, 80) 
lim f  {3,a(¢) ui. CR + lel) — al + ese) — OI d 
<lim [ {b(e; #5 walt), (D) — bolts mle)» u(6))| 
+ [wilt — lu (D F} de 


Or, on a 
b(e; t; u(t), ue(t)) + (ut), u;(t)) agi (Re(t), u,(t)) 
b(t; u(t), u'(t)) + (u(t), u’(t)) = (A(t), v'(t)) 


d’où, en soustrayant membre à membre, en prenant les 
parties réelles, en multipliant par (s — t), en intégrant de 0 
à s, (en tenant compte de u,(0) = u,(0) = u(0) = u’(0) = 0) 


(2, 84) 

f { bo(€3 t; u(t), u.(t)) — b(t; u(t), u(t)) +lw(t)F —u'(t)F} de 
ea ip Seely [(h.(t), wi(t)) — (h(t), w’(t))— ol ui(t)) 

+ b,(t; w(t), w’(t))] + di(e; t u(t), ue(t Cas u(t), u(t))} dt 


Mais, d’aprés (2, 55) et les convergences faibles établies au 
théoréme 2. 10, 


lim {_ (s — +) Re{ (h(t), ui(t)) —(h(t), w'(t))} dt = 
De plus 


et 


J (s—t)2Re[by(e; t; u(t), ui())—bx(t; u(t), w(t) dt 
=f (s—1)2 Re[by(e5 t5 w(t), wi(0)) —by(t5 welt), 
u.(t)) + by(t; u(t), wet)) — by (t; u(t), u'(t))] dt. 
Mais d’après l’hypothése (2, 72’) | 
[Ref b(e; t; u(t), ue(t)) — bi(t; u(t), ue(t))}| 
< Aa(e)|lu.(t)|fvlue(s)]. 
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. Comme st V'a(e) jus) est borné dans L?((0, s); H) (resp. 
(UG, 9: V) 
| 2 f° (s—t) Re[b,(e; t; ut), wft))— b(t; ut), ul(t))]dt 0. 


_ De plus d’après les convergences faibles établies au théo- 
ereme 2. 10: 


lim J, ( (s— t)2 Refb(t; u,(é), Seis i u(t), u’(t))}dt 
= lim J, ( (s—1)2 Refb(t; ut) —u(t), u(t) —u’(t))} dt 
< Kslim J, |lu(o) — En a 
où K ne dépend que de c. 


De la même façon, d’après (2, 61’) et les convergences 


3 faibles : 


lim J, (s—t){Bi(e5 t; ut), uc(t))— H(t; u(t), u(d))} de 
| <Kys [> {a(e)llue(t)lfi + {lee(t) — u(t) fav} dé 
ot. K, ne dépend que de c. 


Portant tous ces résultats dans (2, 80) on voit qu’il existe 
S ne dépendant que de c, tel que 


lim [°° {a(e)u (Re + lle) — (be + fuite) — (OP de = 0. 
ce qui démontre le théorème. 


Cas particulier où b(e; u, v) est linéaire en ec. 

Les notations sont celles du début du n° 3. Reprenons 
- l'hypothèse (2, 51), puis, sur V (resp. W) une famille de formes 
sesqui-linéaires continues a(t; u, ¥) (resp. b(t; u, ¥)), t>0. 
Posons 


(2, 82) bles ty u,v) —en(t;u, ¢) PEU, w)}: 
Supposons 
(2, 60) b(t; u, ») vérifie (2, 31) sur W. 
(2, 83) eat; u, ») + b(t; u, v) vérifie (2, 31) sur V pour € 


assez petit. 


< 
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Lemme 2. 5. — Si alt; u, 9) et b(t; u, v) vérifient (2, 60) et 
(2, 83), alors b(e; t; u, v), donné par (2, 82) vérifie les hypothèses. 
(2, 59), (2, 63) et (2, 64’), avec a(e) = ke. ea 

Nous ne donnons pas la démonstration, qui est implicite- 
ment contenue dans les formules des pages 20 et 21. | 

Supposons maintenant qu’on ait (2, 62) (resp. (2, 75)) et. 


(2, 84) (resp. (2, 85)) pour u, ve V, t— alt; u,v) est deux [ 
(resp. trois) fois continûment différentiable. 


On a alors le résultat évident suivant : 


Lemme 2. 6. — Sous les hypothèses (2, 62) et (2, 84) (resp. 
(2, 75) et (2, 85)) b(e; t; u, ¥) donné par (2, 82) vérifie les hypo- 
thèses (2, 61) et (2, 61’) (resp. (2,74) et (2, 61’)), avec a(e) = ke. 

Enfin supposons que l’on ait (2, 73) et 


(2,86) pour tout c > 0, il existe une constante À telle que 
pour tout u, ve V et tout te (0, c) on ait 


|Reay(t; u, »)| > Alullv|o4 
On a alors le 


Lemme 2. 7. — Sous les hypothèses (2, 73) et (2, 86), b(<; £; u, ¥) 
donné par (2, 82) vérifie (2, 72) et (2, 72’), avec a(e) = ke. 

Ces lemmes permettent de simplifier beaucoup, dans ce cas, 
les énoncés des théorèmes 2, 8; 2,9 et 2, 11. Donnons, par. 
exemple, l'énoncé explicite, corrrespondant au théorème 2, 11. 


THÉORÈME 2. 12. — Sous l'hypothèse (2, 51), soit he €, avec 
h(0) e V, et une famille h,(t) e C3, vérifiant la propriété C!(0; h). 
Sous les hypothèses (2, 60), (2, 83) (2, 75) et (2, 85), (2, 73) 
et (2, 86), et si b(e; t; u, ») est donné par (2, 82) la solution u. | 
de (2, 76) converge dans L® ((0, s); W) vers la solution u de. 
(2, 77), pour tout s > 0. De plus, pour tout s > 0, u! = uw’ 
dans L?((0, s); H) fort, et dans L? ((0, s); W) faible, ut > u” 
dans L?((0, s); W) faible et u:—u" dans L?((0, s); H) faible. 
De plus el?u, (resp. ele et sw) converge fortement (resp. 


faiblement) dans L* ((0, s); V) vers Q (°°). 


(®) En faisant des hypothèses de différentiabilité en t de plus en plus fortes sur 
a(t; u, ¥) et b(t; u,v), h.(t) et h(t), on obtiendrait une convergence de plus en plus 
fine en t, de u,(t). Il n’en est pas de même pour la variable d'espace comme le 
montrent les contre-exemples du chapitre 1, n°5. 
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4. — Applications et exemples. 


Problèmes mixtes dans les équations aux dérivées partielles. 

Nous faisons l'hypothèse (1, 33). 

A chacun des théorèmes 2.8, 2.9, 2.10 et 2. 11 corres- 
pondra un théorème pour les problèmes non homogènes. Nous 
- nous bornerons, par souci de simplification à considérer le 
- cas où l’on a (2, 82), ve. b(e; t; u, v) = ea(t; u, ») + blt; u, »). 
Nous désignons par A(t) l'opérateur défini par a(t; u, ¢). Alors 
- B.(t) = eA(t) + B(d). 
1° Soit k(t) e C,, avec k(0 )e}f NO) n Na(0 (O)£. Soit F(t) une 


fonction deux fois (resp. trois fois) continiment différentiable 
de t > 0 dans V (resp. H) telle que pour tout ¢ > 0, A(t)F(t) e H 
et Bit) F(t) e H, et telle que les applications ¢ > A(t)F(t) et 
t > B(t)F(t) soient deux fois continûment différentiables de 
t>0 dans H. Nous supposons, en outre que B(0)F(0) + F’(0) 


et A(0)F(0) sont dans if) N.(0) n N:(0) . Dans ces conditions, 
du théoréme 2. 8 se déduit le: 


THéORÈME 2. 13. — Sous les hypothèses " 33); (2,054), 
(2, 60) et (2, 83), (2, 62) et (2, 84), soit U.(é) (resp. U(t)) la 
solution une fois continiment différentiable a t>0 i V 
(resp. V(m) de 


(2,87) — (eA(t). + B(t))U.(t) + DU.(t) = A); 
U.(t) — F(t) N,(t) pour t > 0; U.(0) = F(0) 


» (resp. 
(2, 88) B(DU(D + DU(D = kid); 
U(t) — F(t) = Na(t) pour t> 0; U(0) = F(0)). 


Alors pour tout s > 0, U, > U ie, 4 CEO 3) se ct US 
U convergent faiblement dans L?((0, s); W) verge" et U!: 
De plus ¢'?U, (resp. ¢'U;) converge nee L2((0, s); V) fort, 
(resp. faible) vers 0. 

20 Supposons maintenant k(t) e €, avec k(0) e V. Soit F(t) 
une fonction une fois (resp. deux fits’ continiment différen- 
tiable de t>0 dans V (resp. H) telle que pour tout t > 0, 


t 
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A(t) F(t) et B(é) F(t) soient dans H, et telle que les applications 
t-> A(t) F(t) et t> B(t) F(é) soient une fois continiment diffé- 
rentiables de t>>0 dans H. Supposons, en outre A(0) F(0) « W 
et B(0) F(0) + F’(0) e V. | 


Dans ces conditions, on déduit du théorème 2. 9 le 


TutorimMe 2. 14. — Sous les hypothèses (1, 33), (2, 51); 
(2, 60) et (2, 83), (2, 62) et (2, 84), (2, 73) et (2, 86), la solution U. 
de (2, 87) converge, dans L?((0, s)jW), pour tout s > 0, vers 
la solution U de (2, 88). De plus U,.(resp. Uj) converge faible- 
ment dans L?((0, s); W) (resp. L?((0, s); H)) vers U’ (resp. U"). 
En outre & ®U, (resp. e‘* U!) converge dans L? ((0, s); V) fort 
(resp. faible) vers 0. 

Démonstration des théorèmes 2. 13 et 2. 14. — Posons 

u(t) = U,(t) — F(é), et u(t) = U(t) — F(é). 
Alors (2, 87) (resp. (2, 88)) se ramène à (2, 65) (resp. (2, 66)) 
ou 
h(t) = k(t) — ae t) + F(t) 

h,(t) = k(t) a oe + F’(d). 
Moyennant les conditions sur i 2 et k(t), on vérifie facilement 
que A(t) et h,(t) vérifient les hypothèses du théorème 2. 8 
dans le premier cas et celles du théoréme 2. 9 dans le second. 

30 Soit k(t) e C2, avec k(0) e V. Soit F(é) une fonction quatre 
fois continiment différentiable de t > 0 dans V, A(t)F(t) et. 
B(t) F(t) étant dans H pour tout t>0, et les applications 
t— A(t)F(t) et B(t)F(t) étant deux fois continûment différen- 
tiable de t > 0 dans H, et B(0)F(0) + F”(0) e V et A(0)F(0) e V. 
Dans ces conditions, on déduit du théorème 2, 12 le 
_ Tutorrme 2. 15. — Sous les hypothèses (1, 33), (2, 51), 
(2, 60) et (2, 83), (2, 75) et (2, 85), (2, 73) et (2, 86), soit U,(t) 
(resp. U(t)) la solution une fois continiment différentiable de 


t> 0 dans V (resp. Viw)), deux fois continiiment différentiable 
de t >0 dans H de 


(2, 89) (eA(t) + B(é))U,(é) + D®U,(t) = RO aia F(t) e N.() 
pour tout t >0; U.(0) = F(0); U0) = F’(0) 
(resp. B(HU(9 + DEU( = k(t); U(t) — F(t)  No(t) pour t > 0; 
(2, 90) U(0) = F(0); U"(0) = F(0)). 
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Alors, pour à s > 0, U. — U dans L2((0, s); W) et U;> U’ 
- dans L2(( 0, s); H). On alde plus les convergences rs ne + U4 
U: > U” ats 17((0, s); W) et UZ U" dans L? ((0, very 
En outre &' PU, (resp. PU! _ € FU;) convergent ei 
(resp. faiblement) dans L?((0, s); V), vers 0. 


Démonstration. — En posant 
u(t) = U,(t) — F(t) et u(t) = U(t) — F(+), 
… (2,89) et (2, 90) se raménent a : 76) et (2, 77) avec 


h.(t) = k(t) — (cA) + BO))F() + F(0)) 
A(t) = ke on BOF je (6) 


- et il suffit de vérifier que A(t) et h,(t) vérifient les propriétés 
du. théorème 2. 12. 


Perturbation singulière de semi-groupes. 

Nous reprenons, V, W et H avec (2, 51). Puis nous prenons 
sur V (resp. W) une forme sesqui-linéaire continue a(u, ») 
(resp. b(u, »)) qui définit l'opérateur A (resp. B). Nous prenons 
b(e; u, ¥) = ea(u, v) + b(u, 9). 

Nous supposons : 

(2, 91) il existe des constantes À > 0 et y > 0 telles que 

pour tout ue W, on ait: 


bo(u, u) + Alul? > viluiiw. 


(2, 92) Il existe des constantes a > 0 et « >0 telles que, 
pour tout we V et tout e < 1, on ait 


Edo(u, u) + bo(u, u) + wlul® > aellully 
(2, 93) ® = N:n Na est dense dans H. 


Remarque. — L'hypothèse (2, 93) est en particulier vérifiée, 
si on prend (0) AR Ne Hy nor dense dans H, ou 
(D(Q))Xe VcWc cay Ue avec (D(Q))* dense dans H. 

Si on considère (—B) (resp. (—B.) «<1) comme opé- 
rateur non pers de domaine de deGnition Np (resp. N.) 
muni de la topologie induite par H, à valeurs dans H, sous 


les hypothèses (2, 91) et (2, 93) (resp. (2, 92) et (2, 93)) (—B) 
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(resp. (— B.)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe 


i> X(t) (resp. t— X.(t)) représentation continue de & > 0 
dans £,(H; H) (*). 


Tuéorème 2. 16. — Sous les hypothèses (2, 91), (2, 92) 
(2, 93) (resp. (2, 91), (2, 92) (2, 93)) et 


(2, 94) il existe des constantes 7 et v telles que 


|Rea,(u, ¥)|<7||ully |o| pour tout u, ve V 
|Reb,(u, »)| <v|lulws| pour tout u, se W) 


et si pour fe®, Af (*) et Bf sont dans ® (resp. V), alors, quand 
e —> 0, pour tout t>0, X.(t) > X(t) dans 4,(H, H), et pour 
fe®, X.(t}f > X(t)f dans W. 


Démonstration. — Montrons tout d’abord que pour t > 0, 


ona 
(2, 95) |Xe(4)|le,ca; =» < ef 


E étant positive et indépendante de &. 
Soit R.(p), p = & + in le résolvant de X,(é). Soit f donnée 
dans H. Alors uw. = R,(p) f est la solution dans N, de 


Bu. 3 PU: = f 
d’où l’on tire 
Edo (Uz, Ue) is bo (Ue, Ue) i Elu.[? nes Re(f, ue). 


En tenant compte de (2, 92), on en déduit qu’il existe &, 
indépendant de € tel que 


Fu] 17 
f'ÉRELE does 
d’où (2, 95) par application du théorème de Hille Yosida (‘). 
Il résulte de (2, 95) que, pour t donné, les X,(t) forment 
un ensemble équicontinu de {£(H; H). Pour démontrer le 
théoréme 2. 16, il nous suffit donc de montrer que pour 
fe®, X{t)f— X(t)f dans W. 
Désormais, t est fixé et f est donnée dans ®. Posons 


u(t) = X(t) f et u(t) = X(1) f. 


(") Voir la démonstration dans Lions [1] p. 122. 
() Il est facile de voir que fe D entraîne fe N, et Bf = cAf +B 1 
() Voir Hille [1], Yosida [1] et Phillips [1]. rf foal 
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Alors, sous les hypothèses (2, 91), (2, 92) et (2, 93) et si 


Af et Bf sont dans ® (resp. (2, 91), (2, 92), (2, 93) et (2, 94) 


et si Af et Bf sont dans V) u.(t) est la (“) fonction une fois 
continiment différentiable de t>0 dans V (resp. continue 


_det>0 dans V, une fois continiment différentiable de t > 0 


dans H) solution de 
(2,96) B,u.(t) + Du,(t) = 0; u(t)eN, pour t>0 
u.(0) = f 


… et u(t) est la fonction une fois continiment différentiable 


de t >0 dans V(w (resp. continue de 4 > 0 dans V(w, une 
fois continiment différentiable de t >0 dans H) solution de 
(2, 97) Bu(t) + Du(t) = 0; u(t)e Ns pour t>0 


. Posons U,(t) = u.(t) —f, et U(t) = u(t) — f. 


_ Alors U,(é) (resp. U(é)) est solution de 


(cA + B) U,() + DU,(t) =—(cA +B)f=h; U,() EN, 


- pourt>0. 
LO) eae). 
_ (resp. 
» BU(é) + DU(t) = —Bf=h; U(i)e Nps pour t>0 U(0)=0). 


Le théorème 2. 16 résulte donc des théorèmes 2. 8 et 2. 9 
(les démonstrations de ceux-ci se simplifiant dans ce cas 
particulier ot les formes sont indépendantes du temps, cf. 


p. 70) et des lemmes 2, 5 et 2, 7. 


Exemples. — On prend un ouvert Q de R’, de frontière [ 
régulière. On désigne par x, la variable dans R”. 


19 On prend H = LQ), W = H'(Q) et 
b(u, ») = ((u, v)), + (u, »), qui définit — A +1. 


On désigne par Ÿ, l’espace défini au chapitre 1, n° 3, des 
u e L'(Q) tels que Aue L’(Q), muni de la norme (|uf, + [Auk)'". 
On prend sur Ÿ 


b(e; u, ») = e(Au, Av), — € ((u, ¥)): + ((u, #)} + (u, #)o 
qui définit «A? + (e* — 1)A + 1. 


(54) Cf. théorème DA ie 


{ 
Lu 
a 
{ 


Exemple 2. 3. — Prenons V = H;(Q). Alors Vow) = Hi(Q). 
Soit t—> A(z, t) une fonction une fois continiment différen- 


tiable de {> 0 dans L*(Q), avec h(z, 0) € H;(Q), (1.e. h(x, 0) |r = 0 
& ie 0)) =i 
ov r 
Soit u.(x, t) (resp. u(x, t)) la solution de 


eMule, D+(8— Das, D Hu, 04 
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u(x, t) = h(x, t) 
avec les conditions aux limites : 
u(x, t)|r = 0 et G u.(x, 0). == 10) pour t>0 


et les conditions initiales : 


u,(tj 0) =U 
(resp. — Au(a, t) + u(a, t) + ru (a, t) = h(a, t) 


avec les conditions aux limites 
uz, t)|p =O pour t>0 
et les conditions initiales 
u(x, 0) = 0). 


Alors, d’après le théorème 2. 5, u.(x, t) (resp. u(x, t)) 
est une fois continiment différentiable de t >0 dans H?(Q) 
(resp. H)(Q)) et, d’après le théorème 2. 8, pour chaque t > 0, 

ù i) 
u.(x, t) > u(x, t) dans H'(Q), et— u.(x, t) >— u(a, t) dans L? 
(Q) faible. ~ or PY 


Exempre 2. 4. — On prend V = V done Va = H!(Q). 
Soit {—> h(x, t) une fonction deux fois continiment diffé- 
rentiable de t >0 dans L*(Q) avec, h(a, 0) e ®. 
. Soit u,(#, t) la solution de 


2 
eMu(x, t) + (82 — 1)Au(a, t) + u(x, t) + 2 u,(x, t) = h(a, à) 
avec les conditions aux limites pour tout ¢>0 


0 


u(x, t)e N, ie. ~ (eAu,(x, t) + (e2 — 1)u,(a, Nt 
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et , u(x, t)|p = 0 


” et les conditions initiales : 


(4,50) = 0 et = u,(z, 0) = 


Soit u(x, t) la solution de 


2 


— Au(x, t) + u(x, t) + = DLL = MAI, €) 
avec les conditions aux limites 
: 0 
u(x, t) e Ng te. e u(x, 9) = 0, pour t>0 


et les conditions initiales 


) 
u(x, 0) = a u( #0) = 0. 

Alors u,(x, t) (resp. u(x, t)) est pA fois continûment différen- 
tiable de t > 0 dans Ÿ oa. H? (Q)) deux fois continiment 
différentiable de ¢ > 0 dans L?(Q), d’aprés le théoréme 2. 14, 


pour chaque ¢t > 0, u.(x, t) > u(x, t) dans H1(Q) et 


=) ù 68 
D ua t) ue) dans LA(Q) (‘) 


20 Nous supposons toujours la frontière de [ régulière. 


Nous prenons H = L2?(Q) puis W = H™(Q). Soit, sur H”(Q) 
CRIER Zn Job x, t)Dfu(x)D? (x) dx 


! 


où t—> b(x, t) est pour |p|, |g] < m', une application de 
t>0 dans L°”(Q), trois fois continûment différentiable de 
t > 0 dans L*(Q) muni de la topologie faible de dual de L'((). 
Nous supposons 
b(t; u, v) = b(t; v, u) pour u, ve H™(Q) 

et: 

pour tout c > 0, il existe des constantes A(c) =A et y(c) =y > 0, 
telles que, pour tout u, »¢ H" et tout te (0, c) on ait: 


b(t; uw, u) + Auf, > vlulle. 


(5) Cf. exemple 2. 2. 
10 
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Nous considérons d’autre part, sur H™(Q), m > m’, 


a(t; u, 9) = 3 oot, #) Diu(x)D'o(x) dx 
où t > Ang (2, t) est une application de t > 0 dans L*(Q), trois. 
fois continiment différentiable de t > 0d dans L”(Q) muni de 
la topologie faible de dual de L1(Q). | 

Nous supposons : a(t;u,v) = a(t; 9, u) pour tout u,v e H™(Q) et, 
Pour tout c > 0, il existe des constantes u(c) = et a(c) =a > 0 
telles que 


a(t; u, u) + b(t; u, u) + plu > dun 


pour tout u, ye H"(Q), et tout te (0, c). 

Il en résulte que ea(t, u, v) + b(t; u, ») vérifie (2, 28), sur 
H"(Q), pour e < 1. 

Soit t > A(x, t) une fonction deux fois continiment diffé- 
rentiable de t > 0 dans L?(Q), avec h(x, 0) e H”"(Q). 
. Nous prenons pour V des sous-espaces V; de H™(Q). En 
supposant h(x, 0) e V;, soit u:(x, t) la solution dans V; de 
e >  (—1)?Dr(a,(x, t)Diui(x, t)) 


IPIIgI<m i 


> (—1)7D2(b,(x, t) Dgui (a, t +5 = ui (@, t) = h(a, t). 


iP\iqi<m' 


avec les conditions aux limites: 
ui(a, t)e Ni(t) pour tout t > 0 


et les conditions initiales 


2: 4h 
ui(z, 0)= ot ui(x, 0) = 0. 
et soit u'(x, t) la solution dans Vyw) de 


D  (—14)!"D2(bpq(x, t)Diui(x, t)) + 2 u(x, t) =A(a, t) 


PL 191<m' 
avec les conditions aux limites : 

u(x, t) e Ni(t) pour tout t > 0 
et les conditions initiales 


w(2, 0) = > u(x, 0) = 0. 
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Nous sommes dans les conditions d'applications du théo- 
rème 2. 12, donc, pour chaque t>0, ui(x, t) — ui(x, t) 


dans H™(Q), et = Ulla, i) >< ula, t) dans L?(Q). De plus 
elui(x, t) —0 dans H"(Q). 


Il nous reste a expliciter, dans quelques exemples, les condi- 
tions aux limites. 


Exemple 2. 5. — On prend V, = H7(Q) donc, Vi = H”(Q). 
-Les conditions aux limites sont pour u(x, t) et pour u!(x, t) 
les conditions de Diritchlet, i.e., pour tout & > 0: 


ara en 9 0 pour p=0, 1, ..., m—1 
r 
et 


oP D 
spp ee (2s | =0 pour p=0, 1, ..., m’—1. 
Exemple 2. 6. — On prend V,=H"(Q), done V,m = H"(Q). 
Les conditions aux limites sont pour u;(z,t) et u° (2, t) les 
conditions de Neumann, qui se traduisent, pour ¢ > 0, par 
des conditions de la forme (*) 


(eS,(é) + T,(t))u(v, t) |p =O k=O, 1, ..., m’—1 
Sx(t)u; (x, t) |p =0 pour k=m',m F1, “m1 
et 
Lutte) [re 0: spour’k="0, Si me ET 


On pourrait aussi considérer des problèmes de Dirichlet- 
Neumann mélés, ou des problémes de dérivées obliques. Voir 
. exemples 1. 8 et 1. 9. 

. Remarquons enfin que les résultats du n° 3 sont valables 
. pour des problèmes mixtes, relatifs à des systèmes différentiels. 


(5) Cf. exemple 1-7. 
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SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE 
DES G-STRUCTURES 


par Daniel. BERNARD (Strasbourg). 


INTRODUCTION 


L'objet de ce travail est l’élaboration d’une théorie générale 
des G-structures réelles et complexes du premier ordre que 
soit à la fois simple et aussi complète que possible. Nous ne nous 
sommes donc pas attachés au cas de certains groupes G pour 
lesquels les propriétés sont particulièrement riches — et bien 
connues — mais au contraire, nous nous sommes efforcés de 
dégager ce qu'il y a de commun à ces structures pour des 
groupes G différents, ou tout au moins pour certaines grandes 
classes qui s’introduisent naturellement. 

Soit G un sous-groupe du groupe linéaire réel (ou complexe) 
à m variables L,, (ou CL,). Une G-structure sur la variété X 
de dimension m est déterminée par un espace de repères, sous- 
espace fibré principal de l’espace E des repères réels (ou Ef des 
repères complexes) de X. C’est pourquoi le chapitre premier 
est consacré à l’étude des sous-espaces fibrés principaux 
(s.e.f.p.). Certaines définitions et constructions classiques 
sur les espaces fibrés (topologiques) sont d’abord rappelées 
sous une forme adaptée à notre objet (§ 1, 2). Puis les G’-s.e.f.p. 
d’un espace fibré H(X, G) sont définis et caractérisés (prop. 
I, 3, 1); ils correspondent biunivoquement aux sections de 
H/G’ (prop. I, 3, 3). Au § 5 est analysée la notion de s.e.f.p. 
dans le cas différentiable (prop. I, 5, 1) et sont caractérisées 


4: 
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les parties H’ de H(X, G) qui admettent une structure des 
s.e.f.p. différentiable. En vue de l'étude des structures subor- 
données communes à deux G-structures (ch. III) nous étudions 
l'intersection d’un G’- et d’un G"-s.e.f.p. dans le cas topo- _ 
logique (§ 4) puis dans le cas différentiable (§ 6). On peut 


L 
5 


dire en gros que l’intersection est un [’-s.e.f.p. ([ = G’n G") 
sous la seule condition, évidemment nécessaire, que sa pro-# 
jection soit X, dès que G’/[ (ou G”/[) est compact et que, 
dans le cas différentiable la propriété est d’ailleurs vraie pour 
«presque tous les couples de sous-groupes G’ et G””. 

Le chapitre II introduit d’abord (§ 1 et 2) l’outil qui sera | 
principalement employé au chapitre III: les formes diffé- 
rentielles à valeurs vectorielles et le calcul sur ces formes (en 
particulier différents «produits» qui constituent l’extension — 
à ces formes de lois de composition entre leurs espaces de 
valeurs). Au $ 3 est analysée la notion de tenseur associé à une 
forme tensorielle sur un e.f.p. H(X, G): c’est un tenseur sur 
le produit fibré HXE (E espace des repères de X) et non 
sur H lui-même. Les principales propriétés des connexions 
sont rappelées au $ 4 à la fin duquel nous établissons les for- 
mules fondamentales de la géométrie différentielle par l’emploi 
exclusif de l'algorithme nouveau introduit au début du chapitre, 
L'extension de cet algorithme au cas des formes vectorielles 
complexes et en particulier de la notion de tenseur associé 
fait l’objet du dernier paragraphe. 

Le chapitre III contient les résultats principaux de ce 
travail. Les espaces de repères et G-structures (réels et com- 
plexes) sont d’abord définis et plusieurs exemples analysés 
($ 1). Une classe importante, qui contient les structures presqué 
complexes, presque hermitiennes, riemaniennes... est celle 
des «structures définies par un tenseur», c’est-à-dire dont 
l’espace des repères distingués est le sous-espace des repères 
de E (resp. E°) pour lesquels un certain tenseur sur E (resp. E°) 
a une valeur déterminée ($ 2). Au $ 3 sont étudiées les 
structures équivalentes et subordonnées : le théorème III, 3 
simple application du chapitre premier, indique que la condition 
trivialement nécessaire pour que deux structures aient une 
structure subordonnée commune est en général suffisante. 
Les espaces de repères H sont caractérisés parmi les e.f.p. 
de base X par l’existence d’une 1-forme tensorielle « régulière » 


a’ 
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a valeurs dans R” ou C” appelée 1-forme fondamentale de H. 
L’inclusion Hc E (resp. E°) permet dans le cas des espaces de 
repères de définir un tenseur associé à toute forme tensorielle 
sur H à valeurs dans M qui soit un tenseur sur H lui-même 
(prop. III, 4, 2); la correspondance entre forme tensorielle 
et tenseur associé est biunivoque; le tenseur et la forme sont 
liés par une relation particulièrement simple (12, ch. III, § 4). 
Toutefois cette correspondance n’est définie d’une facon 
canonique que lorsque H est un espace de repères réels (et 
M quelconque), ou H un espace de repéres complexes et M 
un espace vectoriel complexe: cette remarque est essentielle 
au § 6. Le § 5 est consacré aux propriétés particuliéres des 
connexions sur les espaces de repéres: caractérisation d’une 
variété X admettant une G-structure par l’existence d’une 
connexion linéaire dont le groupe d’holonomie est un sous- 
groupe de G (th. III, 5, 1); caractérisation des connexions 
linéaires qui sont des S-connexions, S étant une G-structure 
«définie par un tenseur» (th. III, 5, 2); torsion; identité de 
Ricci généralisée dont la démonstration est faite uniquement 
à l’aide de la notion de tenseur associé et de l’algorithme du 
chapitre II; relation entre le tenseur associé à la différentielle 
absolue d’une g-forme et la «dérivée covariante » de cette 
forme (prop. III, 5). Le tenseur de structure d’une G-structure 
S (généralisant le «tenseur de torsion d’une structure presque 
complexe ») caractérise les 2-formes tensorielles sur H de type 
vectoriel à valeurs dans R” ou C” qui sont la torsion d’une 
S-connexion [théorème (III, 6, 1) et (III, 6, 2)]. Toutefois ce 
tenseur n’est défini que pour les G-structures de première 
espèce: c’est-à-dire réelles ou, si elles sont complexes, telles 
que G soit un sous-groupe de Lie complexe de CL, La parti- 
cularité des structures complexes de deuxième espèce pro- 
vient de la non-existence d’un tenseur associé canonique sur 
un espace de repères complexes pour une forme à valeurs 
dans un espace vectoriel réel. Les paragraphes 7 et 8 contien- 
nent des calculs du tenseur de structure et leur identification 
avec des invariants connus dans le cas de structures classiques. 
Nous appelons presque intégrable une structure dont le 
tenseur de structure est nul: par exemple une structure 
presque hermitienne presque intégrable est kählerienne. 

Dans le chapitre IV nous nous occupons des automorphismes 
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et automorphismes infinitésimaux d’une G-structure réelle. 
Au paragraphe 1 sont étudiées les G-structures transitives : M 
les pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent 

biunivoquement aux classes de G-structures transitives équi- 
valentes. Au $ 2, nous montrons en particulier que les condi- 
tions de Cartan (définition IV, 2), conditions nécessaires d’exis- | 
tence d’une G-structure transitive de tenseur de structure « 
donné (et qui sont suffisantes lorsque G est involutif) traduisent w 
simplement le caractère tensoriel du tenseur de structure d’une 

part, l'identité de Bianchi d’autre part (prop. IV, 2, 2). Le, 
§ 3 est consacré aux G-structures involutives : alors si elles » 
sont presque intégrables (resp. presque transitives) elles sont 

intégrables (resp. transitives) (th. IV, 3); puis nous donnons » 
une condition nécessaire et suffisante pour que deux pseudo- 

groupes de Lie soient localement semblables (théorème IV, 3). : 
Dans le dernier paragraphe sont posés deux problèmes relatifs — 
aux automorphismes infinitésimaux qui sont étudiés à l’aide 

du lemme d’Hermann (prop. IV, 4, 2) dans des cas particuliers. 

Les principaux résultats sont ceux-ci : Si S est une G-structure 

sur X subordonnée à une structure Riemannienne et presque 

intégrable, les isométries infinitésimales sont aussi des auto- 

morphismes infinitésimaux de S dès que X est compacte ou 

n’admet pas de 2-forme à dérivée covariante nulle (th. IV, 

4, 1). Le théorème (IV, 4, 2) donne des conditions dans les- 

quelles toute transformation infinitésimale affine pour une 

S-connexion est un automorphisme infinitésimal de S. 

Ce bref résumé appelle quelques remarques. Au Colloque 
International de Géométrie différentielle du C.N.R.S. (Stras- 
bourg 1953), trois conférences attiraient l’attention sur la 
notion générale de G-structure (S.S. Chern [9]) ou «structure 
infinitésimale régulière » (C. Ehresmann [14] et P. Libermann 
[19]) : un grand nombre de structures de la géométrie diffé- 
rentielle peuvent être définies par la donnée une G-structure 
d’une part; les pseudo-groupes de Lie («groupes continus 
infinis » d’Elie Cartan) sont d’autre part commodément définis 
comme pseudo-groupes des automorphismes locaux de cer- 
taines d’entre elles. Il apparaissait donc utile d'élaborer une 
théorie générale des G-structures, et c’est ce que nous avons 
tenté de faire, en nous appuyant entre autres sur les résultats 
et les exemples des auteurs déjà cités. Ainsi, dans [9], S. S. 
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Chern introduit «les premiers invariants » de la structure — 
tandis que, dans [19], P. Libermann peut éviter de les utiliser, 
car pour les structures qu’elle étudie «on peut imposer cano- 
miquement la torsion»: notre tenseur de structure (Ch. III, 
$ 6) précise la nature des premiers invariants, leur donne une 
définition globale et permet de caractériser les formes de tor- 
sion des S-connexions. De même, de nombreux résultats sont 
des généralisations, apportant souvent des simplifications, 
de résultats connus d’autres auteurs. 

Les G-structures auxquelles ce travail est consacré sont les 
G-structures du premier ordre, réelles et complexes : il convient 
de nous expliquer sur ce choix. L’exemple des structures 
presque complexes et des structures subordonnées pour les- 
quelles définitions et calculs sont grandement simplifiés par 
l'introduction de repères complexes, nous a conduits à définir 
et étudier les G-structures complexes. En même temps, un 
premier exemple de G-structures complexes non équivalentes 
au réel a été étudié par G. Legrand dans sa thèse [18]. Il ne 
s’est pas révélé de différence fondamentale entre les G-struc- 
tures réelles et complexes — et ceci justifie a posteriori leur 
étude simultanée — si ce n’est dans la définition du tenseur de 
structure : alors que les G-structures complexes de première 
espèce se comportent comme les structures réelles, l’extension 
du procédé aux G-structures complexes de deuxième espèce 
conduit à des tenseurs qui ne suffisent pas à caractériser la 
torsion des S-connexions. Au contraire, le cadre naturel de 
l'étude des G-structures d’ordre supérieur (Cf. Y. Matsu- 
shima [24]) est certainement la théorie des jets de C. Ehresmann 
alors que les structures du premier ordre ont pu être étudiées 
à l’aide de méthodes plus classiques de géométrie différentielle 
(espaces fibrés, connexions, calcul différentiel extérieur) qui, 
convenablement adaptées par l’emploi en particulier de l’algo- 
rithme du chapitre II, conduisent à des calculs et à des formu- 
lations très simples: cette différence de méthodes justifiait 
déjà une étude autonome des structures du premier ordre, 
requise d’ailleurs à notre avis par leur importance propre. 

Nous avons été amenés à considérer que toutes les G-struc- 
tures équivalentes à une structure donnée S (espaces de repères 
déduits de celui de S par les translations à droite de E, ou E°) 
définissent la méme structure infinitésimale et nous avons 
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appelé €-structure la classe des structures équivalentes a $, 
€ désignant la classe des sous-groupes’ conjugués de G dans 
L, (ou CL,). La plupart des propriétés étudiées ici sont des 
propriétés des €-structures. Nous avons pu définir un fais- « 
ceau des C-structures et c’est sans doute dans cette direction © 
que ce travail aura ses premiers prolongements. f 

La bibliographie placée à la fin de ce travail n’est nullement ! 
exhaustive: nous avons pris pour principe de n’y porter que — 
des travaux explicitement cités ici. 


CHAPITRE I 


ESPACES FIBRÉS 
‘SOUS-ESPACES FIBRES PRINCIPAUX 


1. — Définitions et notations. 


Nous appellerons espace fibré principal (e.f.p.) un espace 
fibré principal à groupe structural topologique localement 
trivial. Plus précisément : 


DériniTioN I, 1, 1 (1). — Un e.f.p. H(X, G) de base X et 
groupe structural G est défini ainsi 

a) H et X sont des espaces topologiques (?), G un groupe 
topologique, 

b) H est muni d’une application continue p de H sur X 
admettant un relèvement au voisinage de tout ce X. Un tel 
relèvement, qui est une application continue o d’un voisinage 
U de X dans H, telle que poo soit l'identité de U, est appelée 
section locale de H au-dessus de U. H, = p-t(x) est la fibre 
au-dessus de x. 

c) G opère à droite sur H, c’est-à-dire que l’on a une 
application continue H xX G—H, (z, g) —z.g, telle que 
(z.g).g' = 2.(gg") et z.e=2(g, g © G, e identité de G) : l’appli- 
cation partielle Dg de H sur lui-même z— 2.8, ou translation 
a droite par g, est par suite un homéomorphisme de H tel 
que Dg’o Dg = Dgg’. Les translations à droite de G respectent 
les fibres et sont simplement transitives sur les fibres. 

d) L’application continue biunivoque My de UXG sur 


(1) C’est la définition classique, de Steenrod [26], mise sous une forme commode 


pour la suite. 
(?) Un espace topologique sera toujours supposé séparé. 
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u = p-(U), (x, g) —c(x).g associée à une section locale o | 
au-dessus de U est un homéomorphisme appelé carte locale de H 
au-dessus de U associée ac. 

Nous appellerons espace fibré (e.f.) un espace fibré localement 
trivial à groupe structural topologique qui peut être défini 
ainsi : 


Dérinirion I, 1, 2. — E(X, G, F) est un e.f. de base X, groupe 
structural G, fibre F si 

a) E, X et F sont des espaces topologiques et G un groupe 
topologique opérant à gauche et effectivement sur F par (g, y) > g.y 
(ge G,yeF); l’application partielle de F dans Fy g.y étant 
encore notée g, on a gog = gg’; 

b) E est muni d’une application continue p de E sur X (8); 
E, = p(x) est la fibre au-dessus de 2; 

c) tout x= X possède un voisinage ouvert U muni d’une 
carte locale Dy c’est-à-dire d’un homéomorphisme de U X F 
sur Ey = p—(U) tel que pedu(x, y) = x, re X, ye F; 

d) st U et V sont des ouverts de X munis de cartes locales 
My et Dy, et si Un VQ, il existe une application continue s 
de Un V dans G telle que le changement de carte ®y'o y soit 
Papplication de (Un V) X F sur lui-même (x, y) (x, s (x).y). 

On dira brièvement que p: E > X est une fibration si E 
est un e.f., au sens précis qui vient d’étre défini, de base X 
et de projection p. Un e.f.p. est évidemment un e.f., G-groupe 
opérant sur G-fibre par translation à gauche; g désignera aussi 
bien élément geG que l’opération translation à gauche 
par g, celle-ci étant toutefois notée L, quand il y aura un 
risque d’ambiguité: L,.g’ = g.g’ (g, ge G.) 


2. — Constructions diverses d’espaces fibrés. 
Soient E un e.f. et 3 la restriction à { a} x G de la carte 
locale Dy; nous appellerons repère au point x de la structure 
fibrée de E l’un quelconque des homéomorphismes de F sur E, : 


h— Dog geG weX. 
(*) La projection d’un e.f. E sur sa base sera généralement notée p, même s’il 


est question simultanément de plusieurs e.f.; lorsqu'il y aura un risque d’ambiguïté 
on précisera en la notant px. 
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De l’axiome d) de la définition (I, 1, 2) découle que cette 
. définition est indépendante du choix de la carte locale dy 
ear size UnV 


Dy =Djos(x) et h=(Peos(x))og—OFo(s(a)g), s(2).geG. 
Soit ÊË, l’ensemble des repères en x de E, et Ê — (re 


il est classique — et immédiat à l’aide de la définition (I, 
1, 1) — que les cartes Du associées aux cartes locales Oy de E 


Qu: UX G—É (x, g) >PGcog weX, geG 


définissent sur & une structure d’e.f.p. F(X, G). Remarquons 
_ simplement que la translation à droite par g sur Ë est D,.h = hog. 
muni de cette structure est l’e.f.p. associé à E. 
Cette construction s’applique en particulier 4 un e.f.p. H. 
y étant la carte de H associée à la section locale c, un repère 


en x de H est une application ®§og—=@%0L, (ge G) de G sur 
BH. Or 


DoeL,(g) = Digg) = Pu(x, ge’) | 
| = 6(2).88 = (5(x).8).8 = Pu(x, g).8", 
c'est-à-dire, puisque og = Oy(z, g): 


bu(w, 8).8 = Du(x, 8).8° 
Le point désignant au premier membre l'opération (a 
gauche) du repère sur la fibre-type G, et dans le second l’opé- 
ration (à droite) de G sur H. Cette remarque montre qu’il 
- existe une application bijective de H sur H qui peut être 
définie dans tout couple de cartes associées par 


Du(x, g) > Du(z, 8) 
» et qui est par suite un homéomorphisme; c’est d’ailleurs un 
_ G-isomorphisme d’e.f.p. (Cf. I, 3) et ceci permet d'identifier 
- Ha H,heH étantidentifiéaurepèreheH:geG—h.geH. 
La notation À sera parfois employée dans la suite quand il 
sera nécessaire de distinguer h de À. à 

Soit un e.f. E(X, G, F) et le.f.p. associé H—E. heH 
- est un homéomorphisme de F sur E,, ye F ~h.ye Ep. 
_ Alors, pour he H, geG, yeF, ona 


(h.g).y = (D,h).y = (hog)y = h.(g-y) 
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ce qui entraîne en particulier | 
(h.g).(g.y) = k.lg.(8 y] = hey. | 

Cette remarque permet d'identifier E au quotient de F x H 
par la relation d’équivalence | 


(y,h)~(g.y, h.g1) yeF, heH, geG. 


Et par conséquent de construire E a partir de F et H. | 

Plus généralement, soit F un espace topologique sur lequel“ 
G opère par R(G). G n’étant pas supposé effectif sur F, soit 
N le sous-groupe distingué fermé des éléments de G qui lais- | 
sent invariants tous points de F : G/N est effectif sur F. 


| 


Dérinition I, 2. — Soit F(H) le quotient de F X H par la 
relation d'équivalence 
(y; h) ~ (R(g).y,h. g) yeF,heH,geG 

ul a une structure fibrée F(H)[X, G/N, F]; on dira que c’est. 
.l'e.f. obtenu par modelage de F sur H (¢), ou l’e.f. associé à H 

de type (F, R(G)). 
_ Soit « la projection canonique de F X H sur F(H); la pro- 

jection de F(H) sur X est définie par 


Praya(y, h)) = pu (h) 


et la structure fibrée de F(H) par les cartes Vy associées aux 
sections ¢ de H au-dessus de U: 


Tu(z, y) =a(y, o(x)) weUcX, yeF; 
l’e.f.p. F(H) est isomorphe à l’e.f.p. quotient H/N (voir ci- 
dessous). | 

Soient H un e.f.p. de groupe G et G’cG un sous-groupe 
fermé; la relation 
hey h' sith he", heH, h’eH, g’eG’ 


est une relation d’équivalence dans H. Soient H/G’ l’espace 
topologique quotient de H par cette relation et + l’applica- 
tion canonique H— H/G'.H/G’ est naturellement muni 
d’une projection sur X définie par 


Pays (r(h)) = pu(h) 


(*) Cf. Aragnol [1] Ch. 1, § 2; avec la terminologie de Aragnol on dirait que X X F 
est modelé sur H. 
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G opérant naturellement sur L = G/G’, on peut modeler L 
> sur H; soient « la projection canonique de L x H sur L(H) 
et 7, le point de L défini par la classe G’. Comme 


ay hg’) = a(8'yo, hg’.g’*)=a(y,h), g'eG, he H 
- la relation f(x(h)) = a(yo, h) 


_ définit une application de H/G’ dans L(H). On démontre 


. que f, qui est bijective et respecte les projections, est un homéo- 
morphisme, d’où : | 


Proposition I, 2, 1. — Soit G’ un sous-groupe fermé du groupe 
_ structural G d’un e.f.p.H. L'espace quotient H/G’, G’ opérant 
sur H par les translations à droite de G, s’identifie à l’e.f. L(H), 
modelé sur H de l’espace homogène L = G/G’ sur lequel G opère 
naturellement. 

Si N est un sous-groupe distingué de G, la structure fibrée 
de H/N précisée par la proposition (I, 2, 1) est une structure 
fibrée principale de groupe G/N, et l’application canonique 
at de H sur H/N est un homomorphisme d’e.f.p. compatible 
avec l’homomorphisme canonique o de G sur G/N (cf. I, 3). 
Ainsi G’ n’étant pas un sous-groupe distingué de G, et G 
~ étant le plus grand sous-groupe de G’ invariant dans G, H/G 
est un e.f.p. de groupe G/G, qui s’identifie à l’e.f.p. A/G’ 
associé à H/G”. 

La proposition (I, 2, 1) peut être complétée, si l’on fait 
l'hypothèse supplémentaire que la projection canonique 
- G— G/G’ est une fibration; nous dirons brièvement que G’ 
est un sous-groupe (L. T.) de G; il est nécessairement fermé. 


Proposition I, 2, 2 (théorème de surfibration). — Soient 
G un groupe topologique, G’ et G” des sous-groupes tels que 
G'eG'cG, Hun e.f.p. de groupe G. Si G’ est un sous-groupe 
(L. T.) de G, dans le diagramme commutatif ci-dessous, chaque 

application est une fibration: 


8 H/G" 
saat Tr 
P \ 

3 
ei GD 


11 
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Cette proposition résulte de la précédente et de la démons- — 


tration de la propriété pour la seule application q. — | 
Nous aurons enfin besoin de la notion de produit fibré: 


Dérinirion I, 2, 2. — Soient E(X, G, F) et E’(X, G’, F’)# 
deux e.f. Leur produit fibré EWE’ est le sous-espace de E X EE’ 
qui se projette sur la diagonale de X X X; il est muni d'une 
structure naturelle d’e.f. de base X et de groupe G X G’ opérant « 
trivialement sur la fibre F x F’. 

En particulier, si E et E’ sont des e.f.p., il en est de méme 
de EXE’. | 


3. — Homomorphismes et sous-espaces 
d’espaces fibrés principaux. 


Soient H(X, G) et H’(X, G’) des e.f.p. de même base X. 
Un X-homomorphisme f de H dans H’ compatible avec un 
homomorphisme + du groupe topologique G dans le groupe © 
topologique G’ est une application continue de H dans H’ 
telle que pre°f = pu et 

(1) f(z.8) =f(2)-¢(s), 2H, geG. 

Le plus souvent, nous dirons simplement homomorphisme. 

Si G = G, p étant la représentation identique de G, f sera. 
un G-isomorphisme. Si H' = H, f est alors un automorphisme 
de H(X, G). 
. Si f satisfait simplement à (1), c’est une représentation de 
H dans H’ compatible avec p; une G-représentation si G = G, 
e étant l'identité de G. Comme py /f(z.g) = paf(z), à f est 
alors associée une application continue & de X dans lui- 
même définie par prof —=uopn: on dit que f induit uw sur 
la base. AD 


Dérinition I, 3, 1. — Soit G’ un sous-groupe topologique 
de G. Un G'-sous-espace fibré principal (G’ -s.e.f.p.) de H(X, G) 
est un e.f.p. H'(X, G’) dont 

19 l’espace H’ est un sous-espace de H, muni de la topologie 
induite, 

2° la projection p' est la restriction à H' de p, 
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3° la translation à droite par g'e G' est la restriction à MH! 
de la translation à droite Dy opérant sur H. 
La caractérisation suivante sera utile pour la suite: 


Proposition I, 3, 1. — Pour qu'une partie H’ de H soit 
un G’-s.e.f.p. de H, il faut et suffit que la restriction p' de p à 
H’ jouisse des propriétés suivantes: 

a? HA). X. 

Zou (a )ie= 2G sive eH" et. a =/p”.z: 

3° p’ admet un relèvement local au voisinage de tout re X 
(continu pour la topologie induite). 

Ces conditions, évidemment nécessaires, sont suffisantes 
en effet : soit H’ une partie de H satisfaisant à ces propriétés ; 
munissons la de la topologie induite. Alors l’axiome a) de la 
définition (I, 1, 1,) est vérifié de même que b) puisque p’, 
restriction d’une application continue à un sous-espace, est 
“continue et jouit de la propriété 30. Quant à l’axiome c), il 
est vérifié parce que l’application de H’ x G’ sur H’ 


(2, g) 2.8 26H, g'eG 


qui est bien définie d’après la propriété 20, est encore 
continue comme restriction à un sous-espace d’une application 
continue. Enfin l’axiome d) est vérifié car, si ¢ est une 
section locale de H’ au-dessus de U, c’est aussi une section 
locale de H de sorte que l’application de U X G sur Hy: 
(x, g)—>o(x).g est une carte locale de H et que sa restriction à 
U x G’ — restriction d’un homéomorphisme à un sous-espace — 
est encore un homéomorphisme. 

On déduit de cette proposition le 


CorozLaIRE. — l’image d'un e.f.p. H’(X, G’) par un homo- 
morphisme f de H dans H(X, G) compatible avec la représen- 
tation p de G’ dans G, est un ¢(G’)-s.e.f.p. de H. 


Proposition I, 3, 2. — Pour qu'un G’-s.e.f.p. H’ soit fermé 
dans H(X, G), il faut et il suffit que G' soit fermé dans G. 

En effet, si H’ est fermé, H}=H,nH’ est fermé dans 
H,(x e X); or, G est homéomorphe à H, dans l’homéomor- 
phisme 2: 
1 £ — 2.8, (ze H’, geG) 
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qui transforme G’ en Hj, de sorte que G’ est fermé dans Gg 


La réciproque s’obtient immédiatement à l’aide des cartes) 
: 
' 
| 


locales de H. 


Proposition I, 3, 3. — Si G’ est un sous-groupe (L. T.) 
de G, les G'-s.e.f.p. d’un e.f.p. H(X, G) correspondent biuni- 
voquement aux sections de H/G’. ‘ 

Gardons les notations de la proposition (I, 2, 1) et soit 
donné H’(X, G’)c H(X, G). H’ définit une application f 
de X dans H/G’ par f(x) = 7T(H;) puisque, si z,¢H, et 
AeH,, 2 —2.g g'eG et nx(z,) —=r(z). f est. continue 
car dans un ouvert U muni d’une section locale cy, f se fac- 
torise en un produit d’applications continues: f = Tegy; 
c’est donc une section de H/G’. Soit réciproquement f une 
telle section et H’ = U,exz-t(f(x)); la partie H’c H munie 
de la topologie induite satisfait d’une façon évidente aux 
propriétés 1° et 20 de la proposition (I, 3, 1). Pour montrer 
que H’ est un G’-s.e.f.p. de H, il reste à montrer que p’ admet 
des relèvements locaux au voisinage de tout xe X. Or, sis 
cy est une section de H et p l’application canonique de G sur 
L = G/G’, on a la carte locale y de H/G’: 


(x, y) > Vola, y) = x(su(2).g) si we X, ye Ly p(g) = y. 


Il existe donc sur U une fonction continue à valeurs dans 
L, y > y(x), telle que | 


f(x) = Vo(a, y(x)) ve U. 


Soient 2, e U, O un voisinage de y(x,) dans L muni d’un 
relèvement y — s(y) e G, qui existe puisque G’ est un sous- 
groupe (L.T.). V = y1(0) n U est un voisinage ouvert de 
%, et pour ze V on a y(x) = p{s(y(x))] d’où 


f(x) = Vo(2, e[s(y(x))]) = r[su(x) .s(y(x))] 


c’est-à-dire que, pour æe V, oy(x) = ou(x).s(y(x)) e Hi; ay 
étant manifestement continue, elle constitue un relèvement de 
p’ au-dessus de V., c.q.f.d. | 
Cette proposition n’est qu’une autre forme d’un théorème bien 
connu de C. Ehresmann [12] (5) car la notion de G’-s.e.f.p. est en 
fait équivalente à celle de restriction à G’ du groupe structural 


(5) Voir aussi J. Frenkel [15], $ 16. 
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G. En effet, de l’existence d’un G’-s.e.f.p. H’(X, G’) ¢ H(X, G) 
_ découle la possibilité de restreindre à G le groupe structural de 
H. Réciproquement si cette opération est possible, cela 
signifie qu'il existe un e.f.p. K’(X, G’) qui, par accroisse- 
ment à G du groupe structural donne un e.f.p. K(X, G) 
- «équivalent» à H: mais ceci signifie dans notre langage 
- que K’(X, G’) est un G’-s.e.f.p. de K(X, G), et que celui-ci 
est G-isomorphe à H(X, G); alors l’image par cet isomor- 


-phisme de K’(X, G’) est un G’-s.e.f.p. de H. 


4. — Intersection des sous-espaces fibrés principaux. 


Soient G’ et G” des sous-groupes de G, H’(X, G’) et H’(X, G”) 
des's.e.f.p. de l’e.f.p. H(X, G). Etudions leur intersection. 


Proposition I, 4, 1. — Si z'e H, et 2” =z’. ge H), (we X, 
geG), pour que H,nH,+~ 9, il faut et suffit que geG’.G’. 
Alors, si ze Hin Hi, on a Hin HL = 2.0 ou T = G’n G”. 

\En effet, si H,n H,~9@, soit ze H;n H;; comme ze Hi, 
zx -g' (g’ e G’) et comme ze H”,, z = 2”.2” (g” e G”); alors 
Mera pete le suit. 2 = (2) d'où eee eG’ 
et réciproquement. D’autre part, si z,, z,¢ H,n Hi, x = 2,.Y: 
puisque z, & e H, (resp. Hi) 7e G’ (resp. G”) de sorte que 
y el et réciproquement; donc Hin H, = z,.F°. 

Supposons, pour simplifier exposé, que p(H’n H”) = X; 
alors K = H’n H” satisfait aux conditions 1° et 2° de la 
proposition (I, 3, 1) et pour que K soit un l'-s.e.f.p. de H, il 
faut et suffit qu’il admette des sections locales au voisinage 
de tout xe X. Soit U un ouvert de X muni de sections locales 
a’ (resp. o”) de H’ (resp. H”); on a 

a" (x) =o (x). g(x) zeU 


où æ— g(x) est une application continue de U dans G, à 
valeurs dans G’.G” puisque HinH,~9@. Si K est un 
s.e.f.p., U admet un recouvrement ouvert {U, } muni de sec- 
tions locales p, de K au-dessus de U, : 9, est aussi une section 
locale de H’ > K (resp. H”), de sorte qu’il existe une fonction 
continue g!, (resp. g,), U, > G’ (resp. G”), telle que 


pa(x) = o"(). gu(2) = 9"(x).ga*(x) ze U 
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d’où 
(1) g(r) = gaz) a(2). 
Réciproquement, si U admet un recouvrement {U,} muni 


de fonctions continues g,(resp. gz) à valeurs dans G’ (resp. G") 
satisfaisant à (1) on a dans U, | 


o"(x) = o' (x). g4(2) . ga(x) 


| 
b 


de sorte que 

pa(e) = 0°). gu(a) = s"(x).d (2) 
est une section locale commune à H’ et H” au-dessus de U, 
c’est-à-dire une section locale de K. Ceci nous conduit à poser 


Dérinirion I, 4, 1. — Une application continue f d’un espace 
topologique Y dans le groupe topologique G à valeurs dans 
G’.G” (G’ et G” sous-groupes de G) est dite localement facto- 
risable dans G’.G” s’il existe un recouvrement ouvert {Yq} de 
Y muni d'applications continues g, (resp. g.) de Y, dans G' 
(resp. G”) telles que, pour ye Yq, on ait f(y) = g\(y). gi (y)." 

Nous avons établi | 


Proposition I, 4, 2. — Soient H’(X, G’) et H”(X, G”) des 
s.e.f.p. de H(X, G) et {Ua} un recouvrement ouvert de X muni. 
de sections locales co, (resp. ox) de H’ (resp. H"), liées par 
oa (x) = sa(x).ga(x). Pour que K = H'nH” soit un s.e.f.p. 
de H, il faut et suffit que les fonctions gx, prennent leurs valeurs” 
dans G'.G" et soient localement factorisables. | 

Il en sera toujours ainsi, sous la seule réserve que 


Pa HP =X) 
si G’ et G” satisfont à la propriété suivante. 


Dérinition I, 4, 2. — Un couple G’, G” de sous-groupes du 
groupe topologique G est dit régulier si toute application continue 
d'un espace topologique dans G, à valeurs dans G’.G”, est loca- 
lement factorisable. 


Proposition I, 4, 3. — Étant donnés un groupe topologique G 
et deux sous-groupes G’ et G", pour que l'intersection d’un 
G'-s.e.f.p. H' et d’un G"-s.e.f.p. H” d'un e.f.p. H(X, G) soit 
un s.e.f.p., dès que p(H' n H") = X— et ceci quels que soient 
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X, H, H’, H" — il faut et suffit que le couple G’, G” soit un couple 
régulier de sous-groupes de G. 

La condition, suffisante d’après la proposition (I, 4, 2), est 
nécessaire en effet soient donnés un espace topologique X et 
une fonction continue g: X > G’.G’; soient H = X x G, 


o’(x) = (x, e); s’ est une section deH et H’(X, G’) = LJ s'(x).G’ 


Tex 
un s.e.f.p. (prop. I, 3, 1). o” défini par o”(2) ME Tete 
est une section de H, et H’(X, G”) — | ]s"(x).G” un s.e.f.p. 


2ex 
Alors, p(H’n H”) = X puisque g(x)e G’.G” quel que soit 
we X. Si H’n H” est un s.e.f.p., d’après la proposition (I, 4, 2) 
g est localement factorisable: X et g étant arbitraires la 
proposition est établie. 

Nous allons chercher maintenant dans quelles conditions 
un couple de sous-groupes est régulier. Soit G’, G” un couple 
régulier de sous-groupes du groupe topologique G; l’appli- 
cation identique de G’.G” est, en particulier, localement 
factorisable, et il existe un recouvrement ouvert {0,} de G'.G” 
et des applications continues g, (resp. g,) de O, dans G’ 
(resp. G”) telles que, pour ge0O,, on ait 

8 = 8a(8)- 8a(8)- 

Alors soit f une application continue de l’espace topologique 
Y dans G’.G”, les Y, =f ‘(0,) forment un recouvrement ouvert 
de Y muni des applications continues g, = gyef (resp. g = g2°f) 
dans G’ (resp. G”), et, pour ye Y, f(y) = g(y).g(y). C’est- 
à-dire que le couple G’, G” est régulier dès que l’application 
identique de G’.G” est localement factorisable. 

G’.G” est un sous-espace saturé de G pour la relation d’équi- 
valence à gauche modulo G” et, si l’application canonique + 
de G sur G/G” est une fibration, G’.G” admet par restriction 
a B=x(G’.G”) de la structure fibrée de G, une structure 
fibrée principale de groupe G”. Soit V un ouvert de B muni 
d’une section locale s, y — s(y)e G'.G”; le couple G’, G” 
étant régulier s est localement factorisable, et, localement 
dans V, 


LA 


s(y) = 8 (y).8"(y),  g(yeG, g'(y)eG 
les fonctions g’ et g” étant continues. Or, 


y = m(s(y)) = r(g8'(y).8"(y)) = sg" (y)) 


de sorte que g’ est une section locale à valeurs dans G’. Réci- 
proquement, supposons que la structure fibrée de G'.G" 
admette dans un voisinage U de y, = x(e) une section locale s 
à valeurs dans G’, dont on peut supposer que s(y,) =e. Il 
existe une telle section au voisinage de tout y, e B. En effet, « 
y, = T(g.g) = r(g) (geG, geG”) et la translation à 
gauche g — g,.g est un homéomorphisme de G qui conserve « 
G’.G” et dont la restriction à G’.G”, qui est muni de la topo- 
logie induite, est encore un homéomorphisme; de même l’appli- 
cation y — g,.y(y e B) est un homéomorphisme de B. V = g,.U © 
est un voisinage de y, et application de V dans G’.G” 


ye V > gy .yeU > s(g1.y) > gi.s(g 1.7) = tly) 
est continue et à valeurs dans G’. Comme 
m(t(y)) = gr (sg 1.y)) = g-(gi-y) = y 


t est la section locale annoncée au-dessus de V. Alors l’appli- 
cation Py de V X G” sur r-1(V) 
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(y, 8”) > tly).g”, vey, Leu 


est une carte locale de la structure fibrée de G’.G”, de sorte 
qu'il existe une fonction continue gy sur æ ‘(V) à valeurs 
dans G”, telle que 


g = Ov(n(g), gy(g)) = Ur(g)).gv(8), gen (V) 


t prenant ses valeurs dans G’, ceci signifie que l’application 
identique de G’.G” est factorisable dans x-1(V), et, les x-1(V) 
recouvrant G’.G", que le couple G’, G” est régulier. Ainsi: 


Proposition I, 4, 4. — Pour qu’un couple G', G"” de sous- 
groupes du groupe topologique G soit régulier, il faut et suffit 
que l'application identique de G'.G” soit localement factorisable. 
Si Pun des sous-groupes G” (resp. G’) est (L.T.), il faut et suffit 
que la fibration de G'.G” par les classes à gauche modulo G" 
(resp. à droite modulo G') admette une section locale à valeurs 
dans G’ (resp. G). 

Cette dernière condition exprime que la restriction x’ de 
J à œ admet des relèvements locaux. Soit ze B, g’ er’ !(x), 
geT (a) ; alors gi = g’.g", ge G” d’où g’eG'nG”= l'; 
comme réciproquement, x’(g’.[') = n’(g’) = y, (y) = 2’ .T 
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(y = B) est une classe à gauche modulo [. Ainsi se trouve 
_définie une application biunivoque f’ de G’/[ sur B par 


f(s’ .T) = w/(g’) = gC" 


de sorte que, si q est l’application canonique de G’ sur G’/T, 
on a le diagramme commutatif 


G’ 
nv 
AA 
f 
B G/r 

g étant ouverte et x’ continue, f’ est continue. Si est un relè- 
» vement de tm’ au-dessus de VcB, oof’ est un relèvement de 
-q au-dessus de f’—1(V) ouvert de GIT, de sorte que g est une 
- fibration. Réciproquement, si q admet des relévements 
- locaux, et si de plus f’ est un homéomorphisme, ce que l’on 
ne peut en général affirmer, rx’ admettra des relévements 
locaux et le couple G’, G” sera régulier. On en déduit, f” dési- 


gnant l'application biunivoque de G”/[ sur G’.G”/G' définie 
- de façon analogue à f': 


THÉOREME I, 4. — Pour qu'un couple G’, G” de sous-groupes 
(L.T.) d’un groupe topologique G soit régulier, il faut que 
[ = G’n G” soit un sous-groupe (L.T.) de G’ et G”. Si l’une des 
_ applications f' ou f” définies ci-dessus est un homéomorphisme, 
- cette condition est suffisante; il en est ainsi en particulier dans 
les deux cas suivants: 

1° G’ (ou G”) est ouvert dans G, 2° G’/T’ (ou G”/[’) est compact. 

- Pour achever la démonstration, il reste à montrer que f” 

ou f” est bicontinue dans les deux as indiqués : montrons- le 
pour f’. 

19 pour que f’ soit continue, il faut et suffit que +’ soit 
ouverte, ou encore que le saturé par G” d’un ouvert de G’ 
soit ouvert dans G’.G”: ce sera le cas si un ouvert de G est 
un ouvert de G, c’est-à-dire si G’ est ouvert dans G. 2° G” 
- étant un sous-groupe (L.T.) de G est fermé, donc G/G" et 
B ec G/G” sont séparés; alors si G’/[ est compact, f’ application 
biunivoque continue d’un compact sur un espace séparé est 
bicontinue. 
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5. — Espaces fibrés principaux et sous-espaces 
dans le cas différentiable. 


Différentiable signifiera toujours «d’une classe de diffé- 
rentiabilité arbitraire — y compris analytique — compatible 
avec les données», la classe n’étant précisée qu’en cas de 
nécessité. 


Dérinition I, 5, 1. — Un espace fibré principal différen- 
tiable (resp. un e.f. différentiable) est défini par la définition 
(I, 1, 1) (resp. I, 1, 2) où l’on suppose de plus que la base X, 
ainsi que les composantes connexes de H et F sont des variétés 
différentiables, et G un groupe de Lie; toutes les applications 
intervenant dans la définition sont différentiables; les homéo- 
morphismes sont différentiables et réguliers (à Jacobien # 0). 


REMARQUE I, 5. — Soient H un ensemble muni d’une pro: 
jection p sur la variété différentiable X, % un recouvrement 
ouvert de X et pour tout Ue une application biunivoque 
~ Oy de U X G sur p-t{(U) telle que 

a) peDu(x, g) = 2, zeU, geG. 

b) pour tout couple UeR, Ve, Un V0 il existe une 
fonction différentiable s,, sur Un V à valeurs dans G tellé 
que 

Dr'Du(r, g) = (a, su T). 8). 


Alors, il existe une structure unique d’e.f.p. différentiable 
H(X, G) de projection p, telle que les Ÿy soient des cartes locales. 

Les constructions du paragraphe I, 2 (e.f.p. associé, modelé, 
quotient par un sous-groupe fermé du groupe structural, 
produit fibré) conduisent à des e.f. différentiables ; le théorème 
de surfibration (prop. I, 2, 2) est valable pour des sous-groupes 
fermés G’eG'eG sans hypothèse supplémentaire, les 
espaces et applications du diagramme étant tous différen- 
tiables. Enfin, les homomorphismes d’e.f.p, sont définis comme 
au paragraphe (I, 3), f étant simplement supposée différentiable 
et régulière. 

_ Toutefois, la notion la plus naturelle de s.e.f.p. différentiable 
diffère de celle de s.e.f.p. dans le cas topologique (déf. I, 3, 1) 
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dans la mesure où une sous-variété diffère d’un sous-espace : 
elle est en général munie d’une topologie différente de la topo- 
logie induite. D’une façon précise, sous-variété désignera dans 
la suite une variété régulièrement plongée sans point double (‘) 
et l’on dira qu’une sous-variété est propre si sa topologie coïn- 
cide avec la topologie induite. De même nous appellerons 
sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie G, un sous-groupe abstrait 
G’ de G qui soit lui-même un groupe de Lie et dont la compo- 
sante connexe de l'identité G (pour la topologie propre 
de G’) est un sous-groupe analytique de G (*); si G’ est une 
sous-variété propre de G, G’ est alors un sous-groupe de Lie 


propre. 


Dérinitron I, 5, 2. — Soient H(X, G) un e.f.p. différentiable 
et G’ un sous-groupe de Lie de G. Un G'-s.e.f.p. différentiable 
de H(X, G) est un e.f.p. différentiable H'(X, G’) dont 

a) la variété différentiable sous-jacente H’ est une sous-variété 
de H (ou si H et H’ ne sont pas connexes, chaque composante 
connexe de H’ est une sous-variété d’une composante connexe 
de H.), 

b) la projection p’ est la restriction à H’ de la projection p, 

c) la translation à droite par ge G' est la restriction à H’ 
de la translation à droite D, opérant sur H. 

Dans cette définition, G’ est muni d’une structure déter- 
minée de sous-groupe de Lie de G associée à une topologie ©; 
soit ©,, une topologie moins fine que © pour laquelle G’ est 
encore un sous-groupe de Lie de G et soit p l’homomorphisme 
identique de G’ muni de © sur G’ muni de ©, (noté G;): c’est 
un homomorphisme continu de groupes de Lie, donc analy- 
tique. Il existe sur H’ une structure unique d’e.f.p. différen- 


() On peut prendre, par exemple, la définition donnée par Chevalley ([11], 
p. 85, déf. 1) pour les sous-variétés analytiques, en supposant les données simple- 
ment différentiables, | 

(7) On peut déduire d’un théorème de Yamabe [27] sur les sous-groupes connexes 
par arcs d’un groupe de Lie la construction de toutes les topologies d'un sous-groupe 
abstrait G’ de G pour lesquelles il est sous-groupe de Lie de G: ces topologies cor- 
respondent biunivoquement aux sous-groupes distingués K de G’ connexes par arcs 
dans G; K étant donné, la topologie correspondante G(G', K) de G’ admet pour 
système fondamental de voisinages de l'identité e les composantes connexes par 
arcs de e dans les voisinages ouverts de e pour la topologie induite sur K. Une de 
ces topologies est moins fine que toutes les autres: celle qui s'obtient en prenant 
pour K la composante connexe par arcs de e, Gj de G’ pour la topologie induite. 
Cette dernière coincide en particulier avec la topologie induite si G’ est fermé. 


tiable H’(X, G;) telle que l’application identique de H’ soit un. 
homomorphisme d’e.f.p. différentiables compatibles avec p de 

H’(X, G’) sur H'(X, G:), et pour cette structure H’ est encore un 

s.e.f.p. différentiable de H. Soit en effet {Py} une famille de 

cartes couvrant H’ pour la structure H’(X, G’): pour que 

application identique f de H’ soit un homomorphisme, il 

faut que les Dy — exactement les fou — soient encore des” 
cartes pour H’(X, G;) car on doit avoir 


fo u(x, 8) = f[PA(x, e).8] = lPu(z, e)]. 8. 


Comme f est différentiable, f|®,(x, e)| est une section locale 
différentiable sur U de H(X, G:) et 


Du: (x, 8) > f[Pa(2, e)].8 


doit alors être une carte locale d’après l’axiome d) de la défi- 
nition (I, 1, 1). Or, si su, v est la fonction sur Un V à valeurs 
dans G’, associée au changement de coordonnées locales 
Py'oPu—PrveŸ,u (cf. remarque I, 5, 1) c’est encore une 
application différentiable dans G; puisque pe est analytique, © 
de sorte que les cartes {®,u} définissent effectivement sur 
H’ une structure H'(X, G,). Pour montrer que H'(X, Gj) est 

. uns.e.f.p. différentiable de H, il reste à montrer que H’ muni 
de la structure différentiable sous-jacente à H'(X, Gi) est ! 
une sous-variété; soit 7 l’application identique de H’ dans H; 
Yapplication cy de U dans H définie par cy(x) =joPy(a, e) — 
est une section locale différentiable de H et 
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Ou: (x, g) >oy(r).g weU, geG 
est une carte locale de H dont la restriction à U X G’ est 
joy, d’après l’axiome c) de la définition (I, 5, 2). Dans les © 
cartes Dy (ou ®, y) et Dy, 7 est l’application 
(x, g)eU x G’ > (x, g’)e UXG 

application qui est différentiable et réguliére aussi bien pour 
G, que pour G’, puisque G; est un sous-groupe de Lie de G. 
Ceci achéve la démonstration. Les cartes associées Dy et Dy 
montrent de plus, puisque p’—1(U) (resp. p-1(U)) est un ouvert 
de H'(X, G’) (resp. de H(X, G)), que H’ est une sous-variété 


propre de H si et seulement si G’ est un sous-groupe de Lie 
propre de G. 
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- En particulier, en prenant pour 6, la moins fine des topo- 
logies de G’ pour lesquelles il est un sous-groupe de Lie de 
G(‘), on obtient pour H’ une structure minimale de s.e.f.p. 
différentiable de H. Cette dernière topologie de G’ n’étant pas 
en général la topologie induite, l’e.f.p. topologique sous-jacent 
a H’(X, G) n’est pas en général un s.e.f.p. topologique de 
le.f.p. topologique sous-jacent à H. Comme le sous-espace 
H’ de H satisfait manifestement aux hypothèses de la propo- 
sition (I, 3, 1), les sections locales différentiables de H’(X, Gj) 
» fournissant des relèvements locaux de p’ continus pour la 
topologie induite, H’ admet aussi une structure de s.e.f.p. 
topologique de H: cette dernière coincide avec la structure 
sous-jacente à H’(X, Gj) si et seulement si H’ est une sous- 
variété propre de H, ou G’ un sous-groupe de Lie propre de G. 
Il en est ainsi en particulier si H’ est fermé dans H, puisque 
_ d’après la proposition (I, 3, 2) G’ est alors fermé dans G. D’où : 


Proposition I, 5, 4. — Soit H’(X, G’) un s.e.f.p. différen- 
table de H(X, G) muni de sa structure minimale: pour que, 
sur H’, la structure d’e.f.p. topologique sous-jacente à H(X, G’) 
coincide avec la structure de s.e.f.p. topologique de H(X, G), 
il faut et suffit que G’ soit un sous-groupe de Lie propre de G 
(ou, ce qui est équivalent, que H’ soit une sous-variété propre 
de H); on dira alors que H’ est un s.e.f.p. propre de H; wl en 
est ainsi en particulier st H’ est fermé. 

Nous allons maintenant établir analogue de la proposition 


fly. 20). 


Proposition I, 5, 2. — Soit G’ un sous-groupe de Lie de G 
et H(X, G) un e.f.p. différentiable. Pour qu'une partie H' de 
H admette une structure de G'-s.e.f.p. de G, il faut et suffit que 
la restriction p’ de p à H’ jouisse des propriétés suivantes : 

Boge ire a x. 

20°%p'— (x) = z.G" si ze H’ et x = p.z. 

3° p’ admet des relèvements locaux qui sont des sections dif- 
férentiables de H. 

Montrons que ces conditions sont suffisantes; soit ® un 
recouvrement ouvert de X, où chaque Ue est muni d’une 
section locale différentiable cy à valeurs dans H’. Pourze Un V, 


(8) Voir note (7) page 27. 


: 


UeR, Ve, u(x) = 0v(x).su v(x); S,, est une application, 
différentiable de Un V dans G, qui d’après l'hypothèse 20 
prend ses valeurs dans G’: c’est une application différentiable 


dans G’(*). Soit Py l’application de U X G’ sur p’~*(U): 
Pu(x, g') =ay(z).8’, gi eG’, reU; 
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le changement de cartes ®y'°dy est l'application 
(x, 8°) > (2, 8a, o(2)-8"), reU, g'eG 


et par conséquent, la collection {Qu} définit sur H’ une 
structure d’e.f.p. différentiable H’(X, G’) de projection p’. 
Pour établir complétement la proposition il reste a établir 
que H’ est, avec cette structure, une sous-variété de H, ce 
qui découle de la considération des cartes de H associées 
aux mémes sections oy de H. 

Les sous-groupes G’ d’un groupe de Lie pour lesquels 
G — G/G’ est une fibration analytique étant identiques à ses 
sous-groupes fermés, on déduit de la proposition (I, 5, 2) la 
proposition suivante par la méme démonstration qui a permis 
d’établir la proposition (I, 3, 3) à partir de (I, 3, 1): 


Proposition I, 5, 3 ('°). — Les s.e.f.p. différentiables fermés 
dun e.f.p. différentiable H(X, G) correspondent biunivoquement 
aux sections différentiables des espaces H/G’, où G’ est un 
sous-groupe fermé quelconque de G. 


| 6. — Intersection 
des sous-espaces fibrés principaux différentiables fermés. 


La même analyse qu’au début du paragraphe I, 4 conduit 
aux définitions et propositions suivantes : 


Dérinirion I, 6, 1. — Une application différentiable d’une 
variété Y dans un groupe de Lie G à valeurs dans G’.G" (G’ et 
G" sous-groupes de Lie de G) est dite différentiablement localement 
factorisable dans G'.G", si elle est localement factorisable au 


(?) Ceci découle du lemme (I, 6, 2) où G est considéré comme intégrale du sys- 
téme de Pfaff constitué par le champ de plans engendré par translation à gauche à 
partir de l’algèbre de Lie G' de G’. 


(°) Cf. J. Frenkel [15], proposition 19, 2. 
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sens de la définition (I, 4, 1), les facteurs g, (resp. g',) étant 
des applications différentiables dans G’ (resp. G”). 


Proposition I, 6, 1. — Soient H’(X, G’) et H’(X, G”) 
des s.e.f.p. différentiables de H(X, G) et {Va} un recouvrement 
ouvert de X muni de sections locales différentiables o, de H’' 
(resp. o, de H”) liées par o4(x) = o4(x). ga(x) (we Va). Pour 
“que K — H'n H” soit un s.e.f.p. différentiable de H, il faut 
et suffit que les fonctions ga prennent leurs valeurs dans G’.G” 
et soient différentiablement localement factorisables. 

Reprenons la démonstration de la proposition (I, 4, 2) avec 
“ses notations et nos nouvelles hypothèses. Si l’on suppose 
K s.e.f.p. différentiable, o, est une section locale différentiable 
“de H a valeurs dans H’ (resp. H”) et les fonctions gi, (resp. g4,) 
des. applications différentiables dans G à valeurs dans G’ 
(resp. G”) : alors g, (resp. g) sont des applications différen- 
tiables dans G’ (resp. G”) (4) et g est donc différentiablement 
localement factorisable. La réciproque découle de la propo- 


sition (I, 5, 2). 


Dérinirion I, 6, 2. — Un couple G’, G” de sous-groupes de 
Lie de G est dit générique si toute application différentiable 
“dans G, à valeurs dans G’.G” est différentiablement localement 
- factorisable. 


* Proposition I, 6, 2. — Étant donné un couple de sous-groupes 
de Lie G’, G” de G, pour que l’intersection de deux s.e.f.p. dif- 
-férentiables H'(X, G’) et H"(X, G”) de l’ef.p. différentiable 
H(X, G) soit un s.e.f.p. de H dès que p(H' n H”) = X — et 
ceci quels que soient X, H, H’, H” — wl faut et suffit que le 
couple G’, G" soit un sr générique de sous-groupes de G. 

Nous fre maintenant établir des conditions suffisantes 
pour qu'un couple de sous-groupes fermés d’un groupe de 
Lie G soit générique. Nous aurons besoin, pour celà, du 


Lemme I, 6, 1. — Soient V une sous-variété propre d une 
variété différentiable W,, et g une application différentiable 
dune variété U, dans W,, prenant ses valeurs dans Vani alors g 
est une application différentiable de U, dans V,. 

En effet, si l’on suppose au dat que V, est une sous- 


(4) CE. note (9) page 30. 
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variété pas nécessairement propre, pour tout ge V, il existe 
un voisinage 0 sur V, (pour la apie propre de V,) muni 
de coordonnées locales: X! (i = 1, 2, ..., n) et cubique pour ces” 
- coordonnées (|X'— Xi] <6), et un voisinage O’ sur W,, 
muni de coordonnées locales z*(a = 1, 2, ..., m) et cubique 
pour les 2%(|z* — 2#|< b), tels que Oc 6’ et que la restriction 
à © de l’application identique f de V, dans W, soit | 


D RU PRE CONNUE tn) 


Si de plus V, est une sous-variété propre, tout ouvert de V," 
étant la trace sur V, d’un ouvert de W,,, on peut restreindre 
© et 0’ de telle sorte que 0 = 0” n V,. Soit alors r e U,, g(r) = q," 
et g, l'application dans V, définie par g. g-1(0") étant un ouvert 
de U,, il existe un voisinage ouvert w de r sur U, muni de 
coordonnées locales a*(a=1, ..., p) tel que g(w) € 0”. Comme 
g(w) ¢ V,, g(w) ¢ V,n 0’ = 0 et la restriction de g à w s’exprime 
par 


ic à RÉ Pet Pr E z"** = 0(k=1, …, m—n) 
les fonctions g' étant différentiable pour |a* — 2{|< b. Alors 
g(w) = g(w) c O, et la restriction de g, à w s’exprime par 
Xe rh DE Lo css EEE. 0 

Reprenons, avec les hypothèses actuelles, les notations de 
I, 4. La projection naturelle q de G’ sur G’/[ définit sur G’ 
une structure d’e.f.p. analytique G’(G’/I’, ['). Le fibré associé 
de fibre G", [ opérant sur G” par translation a gauche, est 
le.f. analytique G"(G’) obtenu en prenant le quotient de 
G" x G’ par la relation d’équivalence p (déf. I, 2, 1): 

(8°, 8) ~ (y-8", By"),  g'eG', g'eG”, ye. 
L’application de G” x G’ dans G 
(3°, 8) > 8.8" 

passe au quotient puisque (g’y—).(yg”) = g’.g”. Si a est 


l’application naturelle de G” x G sur G"(G’) l'application 
obtenue f de G”(G’) dans G 


a(g”,g)— g’.g” 


ee . , n” . , . . . 
est une bijection sur G’.G”, ce qui définit en particulier sur 
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cet ensemble une structure de variété analytique. Soit p 
- la projection de G"(G’) sur sa base G’/T': 


4 _ Peale’, 8) = gle) = £0 
d’où fopea(g”, g’) = f'(g’.T) = g’G". 


D’autre part to foa(g”, g') = n(g'2”) = g'.G”, c’est-à-dire que 
tof = f'op. 


On a ainsi, 1 désignant l’injection de G’ dans G, le diagramme 
commutatif 


f étant injective définit aussi sur son image B = 7(G’.G’) 
une structure de variété analytique. Nous allons montrer 
que f et f’ sont des applications analytiques partout régulières 
et que par suite G’.G” (resp. B) est une sous-variété analytique 
de G (resp. G/G”). 

Soit x, = g(e) et U un voisinage ouvert de x, muni d’une 
section analytique s de la fibration q, avec s(x,) =e. Dans 
U, f—= motos: c’est un produit d’applications analytiques 
et f' est analytique dans U. Nous noterons ¢ l’application 


k 


linéaire tangente à une application 9, T,, l’espace vectoriel 
tangent à G’/I’ en x,, G (resp. G’, G”, [’) les espaces tangents 
en e à G (resp. G’, G”, ['). Soit n la dimension de T,,; de 
qos = identité de U découle que s(T,,) est de dimension n 
et supplémentaire à [; i étant injective, identifions G’ 
et i(G’); s(T,,)¢G’ entraîne s(T,,)n G'eG'nG”=[ d’où 
s(T,,)n G’ cs(T,,) n[, qui est nul puisque s(T,,) est supplé- 
mentaire à I’: donc s(T,,)nG” =0 et G” étant le noyau 
de x, dim x(s(T,,)) = dims(T,,) = n; c’est-à-dire, en revenant 
aux notations complètes, que f’(T,,) = zeios(T.,) est de dimen- 
sion n.f’ est donc régulière au point a. Par homogénéité, on 
en déduit que f’ est partout analytique et régulière : en effet, 
G’ opère à la fois sur G’/T et G/G”, transitivement sur G’/T’, 
ses opérations étant des isomorphismes analytiques des deux 
espaces qui commutent avec f”. 

12 


A la section s de G’ sur U est associée la carte analytique 2 
de G"(G’) (cf. déf. I, 2, 1): 


Ux G’+G"G') (a, 8") + O(a, 8") = «(8", s(z)) 
d’où 
(1) foP(x, 8°) = s(x).8" 
ce qui montre que f est analytique dans l’ouvert ®(U x G”).s 


Si T, est l’espace tangent à G’(G’) au point Ÿ(x,, e) = f-*(e), 
il découle de (1) 


(2) {(T.) = s(T,,) + G". 
Or, nous avons montré que s(T,,) est transversal à G” et 
le second membre de (2) est une somme directe d’où 
dim f(T,) = dim T,, + dim G” = dim G"(G’) 
ce qui montre que f est régulière au point f— (e). D’autre part, 
comme G’ = s(T,,) + [ et 1 ¢ GQ’, on voit 
(3) f(T.) = G° + G". 


Enfin, pour montrer que f est partout analytique et régu- 
lière, nous montrerons que l’isomorphisme analytique + de G 
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g— 9o(g) = g.g.g geG, gieG” fixés, geG 


qui laisse G’.G” invariant, induit sur G”(G') un isomorphisme 
analytique. La restriction à ®(U x G”) de la transformation 
induite f—1ogof est définie d’après (1) par 


(4) f*ogofoP(a, 87) = f*g(s(z).g") =f (g.s(x). 8.8). 
Soient o la section de G’—>G’/T au-dessus de V= g/.U 
y > o(y) = 81.8(gi7"-y) 

et Ÿ la carte associée de G”(G’) 
(y, 8) > Ty, 8”) = #8", s(y))yeV, g'eG”. 
Alors, fo W{y, g”) = o(y).g” et si xe U 
(5) fo P(gi-a, 8”. gt) = o(gi.).g"s 8) = gi.9(x).g" gl. 
En rapprochant (4) et (5) il vient 
f'egofoP(a, g") = (gia, g".gi) 


SUR LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DES G-STRUCTURES 179 


ce qui signifie que, dans les cartes analytiques © et V de G’(G'), 
- f topof s'exprime par 

(v, 8°) > (gx, 8.8) 
qui est manifestement un isomorphisme analytique, c.q.f.d. 


La proposition suivante nous servira à établir les deux 
théorèmes que nous avons en vue: 


Proposition I, 6, 3. — Toute application différentiable 
. dans G'.G", muni de la structure analytique qui vient d’être 
définie, est différentiablement localement factorisable. 

Une telle application h est une application différentiable 
d’une variété W dans G’(G’). Soit {0,} un recouvrement ouvert 
de G’/I’, chaque ©, étant muni d’une section locale analytique 


a, de G’ > G’/[, et G’(G’) de la carte associée Y’, 
(x, g”) Æ FEAT, g”) = a(g”, o,(2x)), LE te g” e G”. 


Les W,—h-1op"1(0,) constituent un recouvrement ouvert 
. de W;; la restriction h, de h à W, est une application diffé- 
rentiable dans p—1(0,), c’est-à-dire qu’il existe des applications 
différentiables x, de W, dans ©, (resp. gi de W, dans G”) 
telles que 


LS riche) pour zeW,. 
Alors, f(ha(z)) =f [%( g2(2)), Sa(æa(z))] REA. pi Ati ee étant 


une application analytique dans G’, g, =«,°%, est une appli- 
cation différentiable dans G’, ce qui établit la proposition. 

Considérons à nouveau le diagramme (D); p et x étant des 
applications ouvertes, et l’image par f d’un ensemble saturé 
pour p étant saturée pour 7, il est évident que, si f est un homéo- 
morphisme (sur un sous-espace) il en est de même de f”. 
Réciproquement supposons que f’ est un homéomorphisme; 
soit s une section de G’ > G’/I’ au-dessus d’un ouvert U; 
V=f'(U) est un ouvert relatif de B= x(G’.G") et os =t0 sof’ 
est un relèvement de + au-dessus de V continu pour la topolo- 
gie induite; c’est donc une section locale de la restriction à B 
de l’e.f.p. topologique sous-jacent à G—G/G”; dans les 
cartes locales associées à s et o, f se traduit par 


(ni g”) ae (7 (a). g”) re U, g” = Fes 


et par suite f est un homéomorphisme. Lorsque f et f” sont 
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ainsi des homéomorphismes, G’.G” est une sous-variété propre 
de G et (lemme I, 6, 1) une application différentiable g d’une, 
variété W dans G, à valeurs dans G’.G” est une applications 
différentiable dans G’.G” (exactement, h = fog est une 
application différentiable dans G’(G’)): par suite de la propo- 
sition (I, 6, 3) g est différentiablement localement factorisable. 
Nous avons démontré : 


Tutoring I, 6, 1. — Soient G’ et G" des sous-groupes fermés 
du groupe de Lie G. Si G’.G" est une sous-variété propre de G, 
le couple G’, G” est générique; il en est ainsi en particulier dans 
les deux cas suivants: 

1° G’ (ou G”) est ouvert dans G, 2° G'/T (resp. G"/[) est 
compact. 

Les doubles classes V, = G’.g.G” (geG) sont aussi des. 
sous-variétés analytiques de G puisque V,=g.(g 1.G".g).G"." 
L’espace tangent en e à (g-1.G’.g).G” est d’après la formule 
(3) (adj g1)G’ + G”, et l’espace tangent en g à V, est donc 


(6) T,=L,(adjg*.G’ + G") 
= D,.G' + Ly.G"=G'.g+¢.G" 


avec des notations qui sont claires. Elles constituent un feuil- » 
letage analytiques # de V. Un point g,e G sera dit régulier 
pour le feuilletage 3 s’il existe un voisinage ouvert O de g 
tel que dim V, = dim V,,, ou dim T, = dim T,,, pour ge0.. 
L’ensemble 2 des points réguliers est donc un ouvert. Il est 
saturé pour le feuilletage % car, si g, est régulier et g, e Vg,, : 
il existe g,¢G’ et gi eG” tels que g, = gi.g.91; 0, = g.0.g 
est un voisinage ouvert de g, et, pour g, e 0, il existe ge © tel 
que & = g1.g.g; de sorte que V,, = V, et 
dim V,,= dim V,, = dim V,. 

La condition de régularité équivaut d’aprés (6) a 

dim (adj g7*) G’ n G” = dim (adj g51)G’'n G” pour ge. 


(adj g-*)G’ dépend analytiquement de g; par conséquent une 
base étant choisie dans G, la condition précédente signifie 
que le rang r(g) d’un certain système linéaire homogène S, 
dont les coefficients sont des fonctions analytiques sur G est 
constant dans 0. Alors les mineurs d’ordre r(g,) + 1 de S 
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sont des fonctions analytiques sur G nulles sur un ouvert 0: 
> ils sont donc identiquement nuls sur la composante connexe 
C,, de G, de sorte que pour tout geC,,, on a r(g) < r(g). 
Si gfe C;, est régulier, le méme raisonnement montre que 
r(g)<r(g,) pour geC,. Ces deux inégalités entraînent 
r(8) = r(g), c’est-à-dire que, si g, est régulier 


(7) r(8) = SUPyea,,7(g) = © 
soit 


(8) dim (adj gy) G’ n G” = inf, e¢,, dim (adj g-1)G’ n G”. 


Inversement, si g, satisfait à (7), il y a en g, un mineur de S 
d’ordre p qui n’est pas nul: ce mineur est différent de zéro dans 
un voisinage ouvert OcC,, de g,, de sorte que, pour ge0, 
r(g) > p et par suite de (7), r(g) =o. Il y a donc identité 
entre les points de C,,nQ et ceux qui satisfont à (7): ceci 
. montre que ( n’est pas vide, et que le complémentaire dans 
C,, de C,n@ est l’ensemble des zéros des mineurs d’ordre ¢ 
de 5, fonctions analytiques sur C,, non toutes identiquement 
nulles : C,,n Q est donc dense dans C,, et Q partout dense 
dans G. 

Supposons ee Q: alors G’.G”cQ et Q est un voisinage 
ouvert de G’.G”. Supposons aussi pour simplifier l’exposé 
que ( et G’. G” sont connexes — sinon les mêmes raisonnements 
s’appliquent aux composantes connexes — Q ouvert connexe 
de G est une variété analytique dont G’.G” est une sous- 
variété, et les V,(g e () et leurs plans tangents T, ont tous la 
même dimension. Comme d’après la formule (6) T, dépend 
analytiquement de g, le champ de plans T, ge Q —T, définit 
sur ( un système de Pfaff analytique complètement intégrable 
dont les V,, et en particulier V, = G’.G”, sont les intégrales 
maximales. Or, 


LEMME I, 6, 2. — Soient T un système de Pfaff analytique 
sur une variété analytique Q et V une variété intégrale de T 
dénombrable à Vinfini. Si h est une application différentiable 
de classe C'(s — 1, 2, ..., 0, w) d’une variété W dans Q, à 
valeurs dans V: alors h est une application différentiable C* 
dans V. 

Cette proposition est démontrée dans Chevalley [11] (ch. 
III, § 9, p. 94, prop. 1) pour s=w: elle s’étend sans change- 
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ment pour s quelconque. G étant connexe est dénombrable 
à l'infini et sa sous-variété G’.G” l’est aussi (ibid., prop. 2): 
on peut done appliquer le Lemme (I, 6, 2) à V= G'.G"3 
une application h différentiable C‘ de W dans G à valeurs 
dans G’.G” est une application différentiable dans Q, et par 
suite dans G’.G”; la proposition (I, 6, 3) montre alors que h 
est différentiablement localement factorisable. J 

Enfin, soient g,e G, et le couple de sous-groupes fermés 
g,1.G’.g,, G”; Soient V' les doubles classes, # le feuilletage 
et T‘ le champ de plans définis à partir de ce couple; # et T° 
se déduisent de & et T par translation a droite par g;* 


Vo = (81. G’g,).g.G" = gr". Vag d’où T, = gi". Tig 


Par suite, pour que e soit régulier pour #, il faut et suffit 
que g, le soit pour #. Ainsi se trouve établi: 


TutoriMe I, 6, 2. — Les couples de sous-groupes fermés du 
groupe de Lie G sont « presque toujours» génériques au sens 
suivant: soit G’, G” un couple de sous-groupes fermés; l’ensemble 
des ge G tels que le couple adj g+.G’, G” soit générique contient 
un ouvert partout dense dans G. Pour que ce couple soit générique, 
il suffit que g soit régulier pour le feuilletage de G par les doubles 
classes G’.g.G". | 


ExempLes. — Soient r, r’, r”, les dimensions de G, G’, G”. — 
La condition de régularité est sûrement réalisée au point e si : 
a) en utilisant la condition (8), dim G’ n G” = 0 c’est-à-dire 

si l'= G’nG” est discret; 
b) en utilisant la condition (7), re) = (r—r’) + (r —r”) 
soit r’ + r” —(r—r(e)) =r c’est-à-dire 
dim G’ + dim G” — dim G’n G” = dimG 
ou dim(G’+G"’)=dimG ou G’+G’=G; 
c) l’un des groupes G’(ou G”) est distingué, auquel cas 
(adj g71.G’)n G” = G’nG” à une dimension constante et 


. à) [= G'nG” est distingué, car alors G’=[ entraîne 
(adj g*)G’ 27, d’où (adj g-1)G na G") 5 Let 


dim (adj g~*)G’ n G" > dim (l = G’ n G”) 


qui entraîne la régularité de e d’après (8). 
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Remargue. — Le critère de généricité donné par le théo- 
- rème (I, 6,3) n’est nullement nécessaire. Soient par exemple (2), 
G = CL,, G” = L,, G = CL(n,, n,) groupe des matrices 

G O 


0 3 AeCL, BeCL, (n, +n =m). 


On voit facilement que le point e n’est pas régulier pour 
le feuilletage % associé au couple G’, G”; pourtant 


Proposition I, 6, 4. — Le couple L,, CL(n,, n,)(m = n, + n,) 
est un couple générique de sous-groupes de Cla. 

Remarquons d’abord que, pour qu’un couple G’, G’cG 
soit générique, il suffit qu’il existe un voisinage © de e dans 
G’.G” pour la topologie induite tel que toute application dif- 
_ férentiable dans G à valeurs dans © soit localement diffé- 
- rentiablement factorisable: en effet, si f est une application 
différentiable de Y dans G a valeurs dans G’.G” et si g;. g, e f(Y) 
 V=g.0.g/ est un voisinage de g,.g; et W=f'(V) un ouvert 
“de Y. Soit + la restriction de fa Wet 4 = L7'oDz'og: c’est 
- une application différentiable dans G à valeurs dans O; il 
- existe donc deux fonctions différentiables g’ (resp. g”) sur 
W à valeurs dans G’ (resp. G”) telles que, pour ye W, 
by) = e'(y)-g”’(y). Alors, ¢(y) = g.g'(y).g(y).g" ce qui 
montre que ¢ est différentiablement factorisable. Comme les 
voisinages W recouvrent Y, f est différentiablement localement 
factorisable et le couple G’, G” générique. 

Revenons au cas où les groupes sont ceux qui ont été 
indiqués au début de cette remarque. L’ensemble 0 des 


matrices 


sic i: i sfonsente autre SCL doe Mech 


est un voisinage de l’identité. Soit f une application différen- 


tiable dans G à valeurs dans 0n G’.G": f(y) = oe ae 


fa . 


les quatre matrices partielles étant des fonctions différentiables. 


(#2) Nous utiliserons en général, pour les groupes classiques les notations de 
C. Chevalley [11]. Toutefois le groupe Gl (n, R) (resp. Gl (n, C)) sera noté L, (resp. 
CL,). 


| 
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{ 
Quel que soit y e Y, il existe (a “a e CL(n,, n,) et a =) e LA 
telles que 0°B RS t 


C.D) _cifAr DM PAO ey AP ie 
cs 4) KO “i R 5) ~ \AR BS 
d’où C = AP (P est donc une matrice régulière) et E = AR 


de sorte que C1E—P1R c’est-à-dire que CE est réelle. 
De même FD = SQ est réelle. Or, on a | 


Cie Dies /Gii10)L {KE F1D\ 
E F)= O -F/ \CA3E Ey 
Au second membre, les deux matrices sont différentiables 


et appartiennent respectivement à CL(n,, n,) et L, ce qui 
établit la proposition. 


CHAPITRE II 


FORMES DIFFÉRENTIELLES 
A VALEURS DANS UN ESPACE VECTORIEL 
CONNEXIONS 


Pour tout ce qui concerne ce chapitre, le lecteur pourra se 
reporter à À. Lichnerowicz [22] dont nous adoptons la plupart 
des définitions et des notations, ainsi qu’à A. Aragnol [1]. 
Nous pensons que l’emploi systématique dés formes à valeurs 
vectorielles définies globalement sur un espace fibré principal 
et des opérations que l’on peut définir sur ces formes permet 
un exposé particulièrement simple des questions de géométrie 
différentielle liées à la théorie des connexions. Sans donner 
ici un exposé en forme de ces méthodes, nous avons voulu 
en développer certaines règles suffisamment en détail et avec 
suffisamment de rigueur — bien que d’un point de vue volon- 
tairement « naïf » — pour pouvoir les employer le plus souvent 
possible dans la suite de ce travail. 

Pour simplifier l'exposé, nous emploierons dans ce chapitre 
la même notation pour une application différentiable et son 
application linéaire VANSAATE: D’autre part, dans tout ce travail, 
la sommation par rapport a des indices répétés ne sera pas en 
général indiquée. 


1. — Formes à valéurs dans un espace vectoriel. 


Soient V une variété différentiable, T, l'espace vectoriel 
tangent à V au point æ et T? son dual. Soit, d’autre. part, 
M un espace vectoriel réel de dimension finie m. Une forme 


| 
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extérieure a valeurs dans M au point x est une application 
linéaire +, de À T, dans M, c’est-à-dire un élément de l’espace 
vectoriel M@ A T*. Une base {ea} (A = 1, 2, ..., m) étant, 
choisie dans M, +, peut s’écrire 
(1) Go= D a®g—ea8g 
A=1,9,...m 
où les ¢4 appartiennent à À T;, c’est-à-dire sont des formes 
extérieures scalaires sur T, que nous appellerons composantes 
de +, dans la base {e,}. Réciproquement toute somme finie 
telle que (1) détermine une forme extérieure à valeurs dans M, 
même si les vecteurs e, ne constituent pas une base de M. 
Soient 
ea = en M, ea: = eaM, 


les formules de passage de la base {e,} à la base {ea}, où la 
matrice (MÂ,) est par conséquent l’inverse de (M). D’après 
la bilinéarité du produit tensoriel 


Pr = a ® OS = ea Mi @ oo = ex © Mis 
d’où la relation entre les composantes de +, dans les deux bases 
(2) gs =Mi¢s. 


Une forme extérieure à valeurs dans M, ¢,, étant définie » 
en tout point xe V, si de plus ses composantes +! dépendent « 
différentiablement de x et sont de classe CS — ce qui d’après (2) 
est indépendant de la base choisie dans M — nous dirons que 
la collection {¢,} définit une forme différentielle extérieure ¢ 
à valeurs dans M de classe CS sur V et nous écrirons encore, 


(3) p = ea ® oA 


g étant la forme différentielle extérieure (scalaire) dont la 
restriction à T, est 54. On aura encore entre les formes diffé- 
rentielles $* et +, composantes de © dans les bases fea} 
et {e,} la relation 


(4) nd à dc 


A 


Nous utiliserons maintenant la même notation ¢, o* pour 
Gay 9s. Si les ¢* sont homogènes et de même degré q, ce qui est 
une propriété intrinsèque d’après (4), g est une q-forme à 
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valeurs dans M. Si 9 n’est pas homogène, la décomposition 

… © = 2%, en somme de formes homogènes obtenue en opérant 

- cette décomposition sur les composantes a encore un carac- 

tére intrinsèque; on désignera par 9 la forme 9 = X(—1)%,. 
La valeur de la forme ¢ pour Ge AT, est 


(5) (©) = ea (¢*, ©) 


où (, ) désigne la forme bilinéaire canonique sur (A Tx) X (A Tx). 
_ Par abus de langage, il sera parfois commode de noter 


(6) g(6) = (, 6). 


Pour un q-vecteur décomposable, 6 = 6, \ 6, /\ ... AG, on 
. notera aussi 


(7) o(6) = 9(G,, G,, ..., Ca). 


Soit yw. une application différentiable de W dans V; on peut 
définir l’image réciproque v.*9 comme étant la forme sur W 
a valeurs dans M telle que 


(8) Pp = ea eue" 
- et il découle de (4) que cette définition est intrinsèque. Alors 
si G6, e À T,, ye W, on a d’après (5) et (6) 
(up, Gy) = ea up", G,) = ea CP", 1 G,) 
soit 
(9) up, Gy) = (9, UG). 


Enfin soit d le symbole de différentiation extérieure; il 
découle encore de (4) que la forme a valeurs dans M 


(10) do = ea ® do 
ne dépend pas de la base {e,} : c’est la différentielle extérieure 
de œ. 


Les opérateurs u* et d sont linéaires sur R, et satisfont, 
. d’après leur définition dans une base de M, aux relations 
habituelles : 


(11) (uso) = pipe. 
(12) du* = pd. 
(13) d.d = 0. 
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2. — Composition des formes a valeurs vectorielles. 


A) Soient L, M, P trois espaces vectoriels de dimension 
finie, et une application bilinéaire de L X M dans P notées 


l, m — (I, m) leL, meM. 


A tout couple d’une forme ¢ à valeurs dans M et d’une 
forme ® à valeurs dans L, on peut associer canoniquement 
une forme (®, ¢) à valeurs dans P de telle façon que, si 


g—=æ&®g e,eM en nombre fini 
et P—h,®®* h,eL en nombre fini, 
on ait 


(1) (D, +) = (ha, &) @O* A g°. 


Il suffit en effet de prendre pour fe} (resp. {h, }) une base 
de M (resp. L) ainsi qu’une base {f,{ de P; si (ha, e,) = Caif., 
(®, g) est nécessairement d’après (1) | 


(2) (D, >) = fa  CuD* A g! 


et l’on vérifie par changement de bases le fait que (®, ¢) ainsi 
définie ne dépend bien que de ® et ¢. L'opération (®, ¢) jouit 
de propriétés évidentes sur (2) par exemple: 

a) elle satisfait bien à la formule (1) pour toute décomposi- 
tion de + et ® en sommes de produits tensoriels; | 
b) si ® est une q-forme et & une q’-forme, (®, &) est une 

(q + g')-forme; 
c) elle est bilinéaire 


(3) (A,®, + AD, g) + A(®,, ¢) se A,(®,, p). x 
(4) (D, INA oa INA == À, (®, %) + A,(®, Le) À: À € R; 
d) pour une application différentiable u de W dans V_ 
4 (D, ¢) = (uw, pe) 
e 

(6) AD, +) = (dd, +) + (D, dp) = (dd, ¢) + (— 1)", dy) 
si ® est une q-forme. | 


Nous allons maintenant étudier l'opération (®, ¢) pour dif- 
férentes applications bilinéaires 1, m — (l, m): ces opérations 
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jouiront donc des propriétés a), b), c), d), e), ci-dessus que nous 
ne rappellerons pas. 

B) Produit d’une forme vectorielle par une forme homomor- 
phisme. — Soient M et P comme ci-dessus et L=4(M, P) =P @ M* 
l’espace vectoriel des applications linéaires de M dans P. 
« Notons h.X le transformé de Xe M par he L: l’application 
h, X—h.X est une application bilinéaire de L x M dans P 
et si + (resp. À) est une forme à valeurs dans M (resp. dans 
4(M, P)), la forme ®.¢ est une forme à valeurs dans P bien 
définie par l’alinéa A). 

M (resp. P) étant rapporté à la base {e,} (resp. {f,}), rappor- 
tons {(M, P) à sa base fef} associée aux deux précédentes et 
* définie par 


AN tE.en=— One (68 symbole de Kronecker). 
On a donc pour toute forme ¢ (resp. ?) 


p = e328 9g, O0= Adm 


- d’où 
D.p = à .en © DA À o® = off, 9 DA A o® 
soit | 
(8) D.o = f, © Di A oA. 


Cas où ® est une O-forme. Soit une décomposition quelconque 
en sommes de produits tensoriels 


D = h, ® D* et  p—e® oi 
D’après les formules (1) et (5, $ 1) il vient pour 6, eT, 
Wg, Ge) = he cKDEN gi, G) 
- et comme les 0% sont des scalaires 
(O.g, Ga) = (haPz) (pes Ge) = De.<P, Ce) 
c’est-à-dire, avec les notations les plus simples, 
(9) (D.g, Ge) = O,.9(G2). 


Si de plus ® est une O-forme constante, c’est-à-dire un homo- 
. morphisme déterminé de M dans P, il sera commode par la 
suite d’utiliser la notation particuliére 


h.g = h(g) 
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et les formules (1), (5), (6) deviennent respectivement 

(10) h(e, ® g') = h(a) ® ¢ 
d’où d’après (5, § 1) 

(8), 9), = H(e)g B = A(4(0)) 

(11) ho) = h(e"¢) 

(12) dh(g) = h(dg). 

C) Cas ou P = M et L= { (M) espace vectoriel des endo- 
morphismes de M. Si g et he {M), le produit g.h des endo- 
morphismes est une fonction bilinéaire à valeurs dans {(M): 


l’alinéa A) permet donc de définir le produit ’.® de deux formes 
Wet ® à valeurs dans {(M), produit qui est encore à valeurs 


dans (M). Si l’on rapporte M à une base {e,} et £(M) à la base © 


correspondante fe$} telle que 


(13) . th.eg —08 en 


on a ® — «4 @ M? —nous dirons que (P%) est la matrice de Ÿ 


dans la base {e,}—et f =«§ @ W?, et de la table de multi- 
plication dans £(M) 


(14) ef ae = Gee, 
on déduit la règle de calcul de W'.® à l’aide des composantes © 
de Ÿ et ® 

(15) ¥.O = 504% À Of 


D 9 TT 


c’est-à-dire que la matrice du produit est le produit des matrices. — 


Outre les propriétés habituelles de l’alinéa A), ce produit est 
doublement associatif : 
(16) ¥.(0.¢) = .p 
(17) 6.(Y.d) = (0.¥).0 


où ¢ est à valeurs dans M; 6, W, ® à valeurs dans {{M). 
On a bien entendu un produit ayant des proriétés analogues 
®,.®,, d’une forme ®, à valeurs dans 4(M, P) par une forme 
®, à valeurs dans {(P, Q). 

D) Cas où M est une algèbre de Lie L. — Le crochet de 
l'algèbre L étant une fonction bilinéaire à valeurs dans L, 
l'alinéa A) permet d’étendre l'opération crochet aux formes 
a valeurs dans L. Si 


2=e,004 et P= e,@V, 
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la formule (1) devient 
(18) [®, ey = [e4, ep] ® (DA /\ ES: 


En dehors des propriétés de l'alinéa A) ce crochet jouit 
d’une propriété de commutation : 


(19) FOR Lec aye SD 
et satisfait à une identité de Jacobi généralisée : 
(20) 


BE 1)"[®, CF, 61] + (—4)"*(¥, 16,91] + (— 1)" (6, (©, Fy] = 0 
ou q, q’, q”, sont les degrés respectifs de ®, ¥, 0. 
Considérons en particulier L = £(M); en gardant les nota- 
tions de l’alinéa précédent on a 
D = ei @ oe LAS 
[®, F] = fes, es] @ (OLA Fo) 
- or d’après (14) 
(es, 65] = She5 — des 
d’où ph a boda, 
[D, F] = 65 @ (OLA Te) — 25 @ (Ok A F5) 
soit d’après (15) 
(21) [D, ¥] = 0.¥ — (—1)7¥.9. 
En particulier si ® est une forme de degré impair, on a 


(22) — [b, 6] = 20.4. 


Soit enfin h une représentation fixe de l’algèbre de Lie L 
dans l’algèbre de Lie L,: c’est en particulier un homomor- 
_phisme d’espaces vectoriels et il satisfait aux propriétés de 
l’alinéa B). De plus, d’après (10) et (18) 

A([®, F1) = A([ea, en]) @ O* A FP = [h(ea), h(en)] @ OY A FP 
= [h(e,) ® DA, her) @ W?] 
c’est-à-dire 


(23) h([®, F1) = [A(®), ACE)] 


E) Soit enfin w = ¢,®w' une 1-forme à valeurs dans M. 


q 
Nous désignerons par Ko la g-forme à valeurs dans À M dont 
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la restriction à T, est Koz. Pour calculer ses composantes, 
il suffit de calculer sa valeur pour un g-vecteur décomposable. 
Or, par définition de la puissance extérieure d’une application 
linéaire 


À w(G, À … AG) = 0(6,) Ase À w(G) 4 
= w(G,) w*(G,) ... w'a(G,) e, A... Ae, | 


ai mo (G,).… w'9(Gy) ei, A... A ei, 


= Leon 1 ... Awd, ©, À eee \ ©) e, A eee A 
q! 
= p> Kw À .… A o's. GA... AG) ey, A + A Gi, 
ir <ig | 
ce qui montre d’après (5, $ 1) que les , RPONE de Aw 


dans la base e;, À ... A e, (1, ai -<l,) de À M sont wi A... A wie; 


on a donc 


(24) Aw= D eA..Ae, 004A... Au 


ues <ig 


1G A Ag, ® wi À .… A wi, 


3. — Tenseurs et formes tensorielles 
sur un espace fibré principal. 


Nous utiliserons la terminologie de A. Lichnérowicz que 
nous rappellerons d’abord brièvement. Soient H(X, G) un 
e:f.p., M un espace vectoriel et R une représentation linéaire 
de G dans M, Un tenseur sur H de type R(G) à valeurs dans 
M est une fonction continue t sur H à valeurs dans M telle 
que | 

t(z.g) = K(g™).i(z), geG, zeH. 


Il y a un isomorphisme canonique entre l’espace vectoriel 
des tenseurs sur H de type R(G) à valeurs dans M, et l’espace 
vectoriel des sections de l’e.f. M(H) obtenu par modelage de 
M sur H, G opérant sur M par & (G)(cf. déf. I, 2). La section 
correspondant à ¢ dans cet isomorphisme est 


x > a(t(z), 2); (pz/==)2) 
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qui est bien définie puisque 
((z.g), 2.8) = (R(g 1) tz), 2.8) (Hz), 2). 


Si de plus H(X, G) est un e.f.p. différentiable notons 0, 
(resp. V;) l’espace vectoriel tangent en he H à H (resp. à la 
fibre H,, de h). Une q-forme A sur H à valeurs dans M est 
dite de type R(G) si 


(1) DA SU DA 
C’est une q-forme tensorielle de type R(G) si de plus 
, q 

(2) A(G) =0 dès que po=0, Ge AO, 
p représentant ici le g® puissance extérieure de l’application 
linéaire tangente à p au point h, notation simplifiée qui sera 
systématiquement utilisée dans ce paragraphe pour toutes 
les applications linéaires et leurs puissances extérieures. 
Considérons un tenseur sur H comme une o-forme, et soit 
- {U,} un recouvrement ouvert de H muni de sections locales 

Sz, telles que 

(3) se(x) = sq(x). Ba6(2) pour tout reU,n Us 


où gg est une application différentiable dans G. On établit 
que les formes (resp. fonctions) locales sur X à valeurs dans M 


(4) DUREE 
sont liées dans U, n Ug par RTE 
(5). Rg = R(Bag)- A 


réciproquement une famille de formes locales A, satisfai- 
sant à (5) détermine une forme unique A sur H à valeurs dans 
- Met de type &(G) par la seule condition (4). Cette propriété 
consiste à remarquer qu'une forme tensorielle est bien déter- 
minée par la forme qu’elle induit sur les sous-variétés trans- 
versales aux fibres qué constituent les images des sections. 
On voit plus généralement qu’elle est bien déterminée par 
la forme tensorielle qu’elle induit sur un s.e.f.p. H’ c H. 
Soit f un X-homomorphisme de H’(X, G’) dans H(X, G) 
compatible avec un homomorphisme p: G— G; f*A est une 
q-forme tensorielle sur H’ à valeurs dans M et de type &'(G’) 
où KR’ = Rep. Réciproquement étant donnée sur H’ une forme 
13 


| 
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tensorielle Ÿ de type &/(G’) à valeurs dans M, s’il existe une 
représentation linéaire R de G dans M telle que R'—=Rop — 
et il suffit pour cela si p est surjective que le noyau de R'. 
contienne celui de p — il existe une forme tensorielle A sur H 
bien déterminée de type R(G) telle que F = f*A. Nous dirons 
que Ÿ est projetable sur H suivant À (bien que H’ se projette 
seulement dans H). PME | 

Nous allons maintenant préciser la notion de tenseur associé 
à une forme tensorielle À. Soit E l’e.f.p. des repères linéaires de 
la variété X (cf. ch. III, § 1) de groupe structural L, = Gl(n, R); 
zeËE est un isomorphisme de R, sur T,. Soit (h, z) e H X E, 
(puh = pez = 2) (déf. I, 2, 2,); À définit une application linéaire 
i(h, z) de AR, dans M par 

t(h, z).u = A(G,) 

(6) ; q q 
SI ©, € \6,, u € ARS z.u = p.©,. 

Cette application est bien définie puisque, d’aprés (2) la 
valeur de A(G,) ne dépend que de celle de p@,, et que p est 
surjective. Sa linéarité étant évidente, t(h, z)e M® À R:. Je 
dis que la fonction t, (h, z) > t(h, z), est un tenseur sur HRE; 
calculons en effet t(h.g, z.l) le L,, geG: 


t(h.g, z.l).u= A(G,,) 
ue AR,, Ge À, (z.l).u = pO,,. 


Soit y=l.ue KR,; / alors z.9 = p.6, = p.D716,, où 
D;*.,,¢9,; par conséquent, d’après (6), 
t(h,z).¢ = A(D72. Gy) = R(g).A(Gy) 
et A(Gig) = R(g-).[é(h, z).lu)] = t(h.g, z.l).u 
ou (R(g)ot(h, z)ol)u = t(h.g, z.l).u 


quel que soit ue ÂR,; c’est-à-dire en revenant à des nota- 
tions complètes 


(7) t(h.g, 2.1) = (R(g)@ Al).uh, 2) 


te ¢ est un tenseur de type p(G X L,) avec p(g, |) = R(g) ® À 1-1, 
On voit immédiatement à l’aide de sections qu’il est diffé- 
rentiable de même classe que A. 
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On peut donner à la relation entre A et ¢ une forme très 


simple. Remarquons d’abord que les relations (6) sont équi- 
-valentes à 


A(G,) = t(h, z).271.p6, ol p= Pau. 


Soit f (resp. g) la projection naturelle de H X E sur H 
(resp. E). On a évidemment paof= prog. W — f*A est une 
forme tensorielle sur H&E projetable sur H, dont la 
donnée équivaut à celle de A. 


| FT, ») =A(f (Gta, 2) = t(h, 2) .2-*puf (Gq, ») =t(h, 2).z-*peg(Ga, 2) 
or z "py est la 1-forme fondamentale 0 sur E (cf. ch. III, 2) 
et 
21 preg (bq, 2) = (g'0, Ga, 2) 
de sorte que 
Y (Ga, 2) = t(h, z) .(g"0, Ga, D) = Cbs g"0, Gu, 5) 


et d’après la relation (9) § 2 ceci exprime Ÿ = t.g*0. En reve- 
nant à des notations complètes, nous énoncerons : 


Dérinition II, 3. — A étant une q-forme sur l’e.f.p. H(X, G) 
de type R(G) à valeurs dans M, le tenseur associé à A — th — 


q 
est le tenseur sur HXE à valeurs dans M®/ R™ et de type 


e(G X L,), où p(g, 1) = R(g) ® À I, défini univoquement par 
la relation 


(8) . FA (td).(Ag’s). 


D’après la formule (24) § 2 les composantes dans une base 
. {et} de M, la base canonique de R" et les bases associées des 
autres espaces, des trois formes qui interviennent dans (8) 
sont liées par les formules explicites 


(AE 2 (tA) i. ((870)" A «+. A (8°0)*) 


u Le <ig 


= a (tA)A...;,8°(0" A... A 0%) 


où, à la deuxième ligne (tA).;, est antisymétrique en 


Uy Los eee Ug: 


q 


Dans le second membre de (8) se trouve le produit d’ une 


q-forme tensorielle par une o-forme tensorielle — et ce produit 
est une g-forme tensorielle. Plus généralement. 
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Proposition II, 3, 1. — Si est une forme tensorielle de type 
e(G) à valeurs dans l'espace vectoriel M, et ® une forme tensorielle 
à valeurs dans £(M, P) de type $(G) où J(g) = R(g) ® p(g 1) — 
alors, la forme ®.o est une forme tensorielle de type R(G) à 
valeurs dans P. | | | 

En effet, d’après la formule (5) $ 2 


Dj(®.9) = (Dz). (Dés) = (9(g*)-®).(P(8)-¢)- 
or, 9(g-1).® = R(g-1).®.p(g) (produit de la o-forme constante 
p(g) à valeurs dans £(M) par la forme ® à valeurs dans 4£(M, P), 


‘par la o-forme constante R(g~‘) à valeurs dans 4(P) : produit 
qui est associatif d’aprés (C) § 2) et par associativité : 


Dj(®.¢) = (R(g™').®. 0(8))-0(8*)-p = R(g').(®-¢) 
D.o est mie de type &(G). Pour montrer que de plus 
(D .9,6,) = 0 : 


pour tout G,e /\ 0, tel que po, = 0, il suffit de le montrer 
pour des ©, décomposables : et c’est évident sur les compo- 
santes 4 À p* de ®.¢ quand on les exprime dans une base 
de @, dont les premiers vecteurs engendrent Vi | 

La proposition (II, 3, 1) contient une Heiptogde 4 à la défi- 
nition du tenseur associé : 


Proposition II, 3, 2. — En gardant les notations de la 
définition (II, 3), si À est un tenseur sur HRE à valeurs dans 
J | 

M @/\R™ et de type o(G X L,), il existe une g-forme tensoriélle 
de type R(G) à valeurs dans M unique dont À soit le tenseur 
associé. 1 
En effet, il est immédiat quék 0 est une q-forme tenso- 


rielle sur Bae à valeurs dans À R" et. de type P(G x L,) 


où p,(g, |) = Al; si l’on désigne par: &'(G x L,) la représenta- 
tion dans M telle que’ (g, 1) =R(g), p(8 1) = R'(8, See, a F 
On peut donc appliquer la proposition (Il, 3, 4) a la 


forme ) = À. (A gt), qui est une g-forme tensorielle ‘sur 
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HBE à valeurs dans M de type R’(G x L,). Comme d’autre 
_ part fest un homomorphisme de H&E dans H compatible avec 
Phomomorphisme trivial § G x L,>G et que R’ = Ro, ¥ est 
projetable sur H suivant une forme tensorielle A de type R(G) 
à valeurs dans M; et A = tA. 


4. — Connexions. 
A) Soit un e.f.p. différentiable H(X, G). H n’étant provi- 
soirement pas identifié à son e.f.p. associé H(Ch. I), ze H est 
l’homomorphisme différentiable de G sur H, : 


Be OS ge geG, zeH. 


Son application linéaire tangente à l’identité e de G, soit 
Z, est un isomorphisme de l’algèbre de Lie G de G sur V,,. 
Pour À e G nous noterons encore 2(A) = z.À. Soit 6 la 1-forme 
sur les fibres de H (et non sur H) dont la restriction à V, est 
l’isomorphisme inverse 2—!: c’est, sur chaque fibre, une forme 
de type «représentation adjointe de G » — nous dirons plus 
brièvement «de type adjoint » — : 

DB = (adj g~*).8. 

Une connexion infinitésimale y sur H(X, G) est définie par 
la donnée d’une 1-forme différentielle x sur H à valeurs dans 
G qui est de type adjoint et dont la restriction aux fibres 
coincide avec 8. | 

Cette dernière condition et la simple considération des 
dimensions montrent que le sous-espace vectoriel 46, = x; (0) 
de 0, est un supplémentaire de V, qui est ainsi décomposé 
en une somme directe | 


0, = V,0 d6,. 
Cette décomposition définit deux projecteurs dans 0, : 
V: 0,— V, dit «partie verticale »; 
#: O, > 4%, dit «partie horizontale »; 
suivant les conventions déjà employées, nous noterons encore 
par la même lettre V (resp. 46) l'extension de ces opérateurs 


ao}. | 


Enfin, le champ de plans z > 4,, ou champ de connexion, 


4 
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dépend différentiablement de z et est invariant par les trans- 
lations A droite de G. On montre que réciproquement, un 
champ de plans #, supplémentaire de V, et jouissant de ces 
deux dernières propriétés, définit une connexion infinitési- 
male sur H. | | 

Le champ de connexion définit sur H un système de Pfaff: 
s’il est complètement intégrable, la connexion y est dite 
intégrable. Un chemin dans H, image du segment [0, 1] par 
une application différentiable, est dit chemin horizontal s'il 
est une variété intégrale de ce système. Le groupe d’holonomie 
Y. (resp. groupe d’holonomie restreint ¢,) au point ze H de 
la connexion est l’ensemble des ge G tels que z.g soit joint 
à z par un chemin horizontal (resp. par un chemin horizontal 
dont la projection sur X est un lacet homotope à O). On sait 
que o,, sous-groupe connexe par arcs, est un sous-groupe 
analytique de G et, (8) que c’est la composante connexe par 
arcs de l'identité de Ÿ,. |), est donc un sous-groupe de Lie 
de G (cf. ch. I, 5). 

On appelle nappe d’holonomie H; au point ze H l’ensemble 
des z'e H qui peuvent être joints à z par un chemin horizontal. 
Soit p’ la restriction de p à H;; 1°) p'(H;) = X puisque X 
est connexe par arcs et qu'il existe un chemin horizontal 
au-dessus de tout chemin de X; 20) on sait, (**). que si z’ e Hj, 
v=, d’où p’*(pz') = z'.4,; 3° p’ admet des relévements 
locaux qui sont des sections locales différentiables de H: 
cela apparait dans la construction d’une section locale spé- 
ciale de H pour la connexion (*), la différentiabilité de la 
section se déduisant de celle des solutions d’un systéme diffé- 
rentiel ordinaire par rapport aux données initiales. D’aprés 
la proposition (I, 5, 2) ceci montre que H; est un (,-s.e.f.p. 
différentiable de H. On a là un exemple de s.e.f.p. dont on ne 
sait pas en général s’il est fermé ou méme propre. 


,B) Comparaison des connexions. — Soit f un X-homomor- 
phisme de H’(X, G’) dans H(X, G) compatible avec l’homo- 
morphisme p de G’ dans G. Soient y’ une connexion sur H’ 
de forme x’ et 4’ son champ de connexion. Soit au point 
z = f(z')e H le sous-espace vectoriel #, = f#, <0,. De la 


(8) A. Lichnerowiez [22] p. 65. 
(4) A. Lichnerowicz [22] p. 117. 


#0) 
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seule relation pof—p découle que d6, est un supplémentaire 


- de V,. %, est défini pour tout ze f(H’) et univoquement, car 


si z= f(z) on a 
B= 2'.gi(g'eG') avec — f(z'.g') = z= f(z’). o(g') = 2.0(s’), 
de sorte que p(g’)=e et Dy) =identité de H; alors 


46, = D, Hy puisque d6’, champ de connexion, est invariant par 
translation à droite sur H’ et 


19, = (fo D): = (Done f) Hs = f Hy. 


On montre de même que le champ % sur f(H’) ¢ H est inva- 


riant par les translations à droite par o(G’)cG: il s’étend 
donc par translation à droite en un champ défini sur 
tout H que je note encore #. Ce champ, invariant par 
translation 4 droite par construction, dépend différentiable- 
ment de z (on le voit à l’aide d’une carte locale de H’): il 


_ définit donc une connexion y = f(y’) sur H que nous appel- 
_lerons l’image par l’homomorphisme f de y’. Soient 6 la repré- 
sentation de l’algèbre de Lie G’ dans G définie par p (appli- 


cation linéaire tangente au point e’) et x la forme de la 
connexion y. On voit facilement que 

(1) fr a =) 
et cette relation caractérise tT. 

En particulier, si H’(X, G’)c H(X, G) est un G’-s.e.f.p. 
de H, l’étude précédente s’applique f (resp. p) étant l’appli- 
cation identique de H’ dans H (resp. G’ dans G) : nous dirons 
indifféremment que y = f(y’) est l’extension à H de la H’- 
connexion y où, si aucune ambiguïté n’est possible, que “ 
est une H’-connexion; la formule (1) exprime alors que 7’ 
est la forme induite sur H’ par 7. 

Soit maintenant f une G-représentation (Ch. I, § 3) de 
H’(X’, G) dans H(X, G), induisant l’application 4: X’ > X. 
On voit de même que, si x est une forme de connexion sur 
H, x’ = f*n est une forme de connexion sur H’, le champ de 
connexion 4’ étant alors projetable par 5 suivant d6. 

Enfin si y, et y, sont deux connexions sur H(X, G), de 
formes 7, et T,, % — 7, = u est une 1-forme tensorielle sur H 
à valeurs dans G et de type adjoint; réciproquement, u étant 
une 1-forme tensorielle de ce type, Ts + u est une forme de 


connexion sur H. 


200 D. BERNARD i) AF tf | 
C) Différentielle absolue, formules fondamentales. — À étant. | 
une q-forme tensorielle sur H(X, G) de type R(G) à valeurs, 
dans M, d’après les formules (1) $ 3) et (12) § 2), on obtient. 
par différentiation extérieure : DjdA = R(g1).dA. Alors si re 
est une connexion sur H de chantp 4, les projecteurs associés - 
dans 0, étant 4 et V, il est évident que la (q + 1)-forme définie 
au point z par | 
(VA), = (dA),°% 

est une (q+ 1)-forme tensorielle de type R(G) à valeurs 
dans M. C’est la différentielle absolue de À. 

On établit, en utilisant par exemple une carte locale de H, 
l'expression globale de VA 

(2) VA = dA + &(n).A 
où À désigne la représentation de G dans 4(M) définie par &. 
Le terme À(x).À désigne donc le produit (§ 2) d’une forme 
à valeurs dans M par une forme à valeurs dans l’espace £(M) 
des endomorphismes de M. 

La forme de courbure Q de la connexion y sur H est la 
2-forme tensorielle à valeurs dans G et de type adjoint 


(3) O = dx + mae Tt]. 
Sa différentielle absolue VQ est la 3-forme tensorielle 
VQ = dQ + f(r).Q 
où À est la représentation adjointe de G. Alors si À, ue G 


AO) .u = [À ul 
d’où R(x).Q = fr, Q] (§ 2) 


alors VQ= dir, m] + [x, dr] + + [x, [r, 7] 
4 1 | 
= 5 Lan, 5] +5 Ur de] +5 [ns Es, a] 


or, dr étant de degré pair [n, dx] = —[dn, x] (19, § 2) et 
l'identité de Jacobi (20, $ 2) appliquée à trois formes égales 
donne |x, [x, x]| = 0. On a donc 


(4) VQ = dQ + [r, 0] =0 


c’est l’identité de Bianchi pour la courbure. 
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Si À est une forme tensorielle de type R(G) sur H calculons 
- sa différentielle absolue seconde V?A = V(VA). VA étant de 
même type que À la formule (2) donne V7A = d(VA) + R(r). VA 
où 


dVA = d(f(r).A) = (d(x)).À — À(x).dA (6, §2 
£ A (qe rac en 3) 
R(n).VA = R(r).dA + A(r).(A(x).A) 


Il vient donc 
VA = (A (ar).AÀ — &(m) dA) + (Ae) ).dA + A([x, x). A) 
— &(dn).A + AE, n]).A 


= (A (dr) + A (Er, =). (3, § 2). 
= A(de +> Im, r]).A (4, § 2) 
soit enfin | 
(5) | V'A = R(Q).A. 


Nous allons maintenant calculer la différentielle absolue 
de la forme tensorielle ®.¢ définie dans la proposition (II, 3, 1). 
® est une forme à valeurs dans 4(M, P) de type §(G) où 


$(g) = R(g) ® p(g) et 
(6) VD = d® + F(n).0. 
Si fe,} (resp. {h,}) est une base de G (resp. de 4(M, P)), ona 
me, Sy G(x) = F(e,) @ n°, ® = h, @ D 
d'où 
nts aay à PC : Ge.) ha ® n° \ 0 


Tes’ formes n? et @* étant des formes schlaichs: On est: desk 


| 


ramené à calculer S(A).h (ke G, he4(M, P)). Par définition, 


pour weR 
50) .h = lim _ (J (exp Au).h — h) 
u> 0 
Or, 
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d’où 


S (exp Au) .h 


ie Ul 


et enfin 5(A).k = R(A).h—h.5(À). En reportant dans (7) 


puis dans (6), il vien 


Dr). = [R(e,) he — ha. p(e,)] @ n° A D* 
= R(x). —[hs.p(e,)] @ (— 1)D* A a? 


si ® est de degré p; c’est-à-dire 


(r).D = R(x). — (—1}D. (x) 


on 


d’où 
VD = dD + R(x).D — (— 1}D.5(r). 


Comme, d’autre part 


Ve = do + 6(x).p 
ona 
VD,ç + (—1)D.Vy = dD.p + (— 1}. de + R(n).O.¢ 
f = d(®.¢) + K(x). (0.9) 
soit 
(8) V(D.9) = VD.» + Ÿ.Vo 


si ® n’est pas supposée homogène. 


5. — Formes vectorielles complexes. 


Soient N un espace vectoriel réel, N° son complexifié et M. 
un espace vectoriel complexe, tous de dimension finie. Si, 
fest une application linéaire (sur C) de N°dans M, fe M@ (NS}*, 
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sa restriction f à Ne NC est une application linéaire (sur R) 
- dans M: fe M @r N*. Inversement si ge M @r N, elle s'étend 
par linéarité sur les complexes en une application C-linéaire g 
de N° dans M: tout ue N° pouvant s’écrire u = x + iy 
(x, yeN; i=V—1), il suffit de poser g(u) = g(x) + ig(y) 
et ge M @c (N°)". Ainsi, l’application g — g est un isomorphisme 
canonique d’espaces vectoriels sur C, de M @r N* sur M @ (N°)*. 
Si l’on prend pour M le corps des complexes, on trouve que 
l’espace C @r N* des formes sur N à valeurs complexes est cano- 
niquement isomorphe au dual (N°)* de N°. 

Si N=AT,, N°= A TT, espace vectoriel tangent en x 
à la variété V). Soit +, une forme extérieure (réelle) en x à 
s valeurs: dans M; elle ‘s'écrit :-9,, =e, @ o/, (j= 1, 2, …, 2p), 
$e;} étant une base de M sur R et les ¢4, des formes extérieures 
à valeurs réelles. Soient maintenant ¢, l’extension de 9, à 
TS et fea} une base de M sur C (A —1, 2, ..., p) comme 
®z e M @c(A TS)* on a 9, = ex ® #4 où les +4 sont des formes 
- extérieures (complexes) sur TS. Alors, 9, considéré comme 
- restriction à T, de ¢, peut s’écrire 9, = e,®9% où les 93, 
restrictions à T, des ¢4, sont des formes extérieures sur T, 
à valeurs complexes. Nous identifierons désormais 9, et 9, 
(resp. & et o4) de sorte que une forme extérieure à valeurs 


vectorielles complexes (dans M) au point x écrite 

(1) Pr = 8 Fe 
- où les g* sont des formes extérieures sur T, à valeurs complexes, 
peut étre interprétée soit comme application linéaire (réelle) 
de / T, dans M soit comme application linéaire (complexe) de 
A TS dans M. | 

Enfin, si g est une forme différentielle extérieure sur V à 
valeurs dans M, on l’écrira encore 


(2) p—a8g 


où les ¢“ sont des formes différentielles extérieures à valeur 
complexe; cette notation signifiant simplement, comme au 
paragraphe 1, que la restriction à T, de ¢ est donnée par (1). 

Ces précisions données, la totalité des opérations étudiées 
aux paragraphes 1 et 2 s'exprime, à l’aide des composantes 
complexes définies par (2), formellement comme dans le cas 


‘réel. 
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On a de même l'équivalent de la définition (II, 3) et de la — 
proposition (II, 3, 2): ; 
Proposition II, 5. — Soit À une q-forme tensorielle sur 


H(X, G) à valeurs dans un espace vectoriel complexe M et de | 
type R(G). Le tenseur complexe associé à A, t°A, est le tenseur 


sur HE à valeurs dans M @c À C" et de type p(G X CL,) * 


où p(g, |) = R(g) © Al défini univoquement par 
(2) F*A = (t°A).(A G*0°). 


Réciproquement t°A étant un tenseur donné de ce type, il est — 


le tenseur associé à une forme A sur H bien définie par (2). 
Dans cet énoncé, ES est l’espace des repères complexes de 
X (Ch. III, $ 1) et 6° sa forme fondamentale; F (resp. G) l’appli- 


cation canonique de HXES sur H (resp. E°). Remarquons ~ 
que, À définissant une forme tensorielle réelle à valeurs dans — 


l’espace vectoriel réel sous-jacent à M, ¢A est un tenseur sur 


q 
H&E à valeurs dans M @r/ R™; on voit que tA est la res- © 


triction à HX Ec HWE® de {A ce qui a un sens puisqu’il 


y aun isomorphisme canonique de M 8c À C"* sur M En À HSE 


CHAPITRE III 


ESPACES DE REPÈRES. G-STRUCTURES 


1. — Espaces de repères réels ou complexes. 


Soit T= T(X, R”) l’ef. des vecteurs tangents à la 


variété différentiable X de classe (C. L’ef.p. associé 
E = E(X) = T(X, L,) est un e.f.p. différentiable C'-'; z2eE 
est un repère (cf. I, 3) au point we X de la structure fibrée 
de T; c’est-à-dire un isomorphisme d’espaces vectoriels de R” 
sur T,(x = pz). z peut être identifié à l’image fe} par z de 
la base canonique {f,} de R”, de sorte que E s’identifie à 
l’espace des bases des espaces vectoriels T,(x e X). Nous utili- 
serons les deux interprétations. E sera appelé l’espace des repères 
linéatres réels de X, ou plus simplement espace des repères de X. 

L'isomorphisme inverse, ¢ = =, T, > R", est un co-repére 
en x: c’est un 1-forme au point x à valeurs dans R” (cf. II, 1). 
Ses composantes ¢! dans la base canonique de KR" sont les 
4-formes scalaires sur T, définies par 

(4) dog hls 
alors, hs = z1(z.f;) = (9, € ei) F KY ei), d’où (y, ei) iz 
c’est-à-dire que les m formes ¢ sont linéairement ane 
dantes et constituent la base de T* duale de la base fe}, base à 
laquelle on peut donc identifier +, qui est pour cette raison 
appelé co-repère dual du repère z. Inversement une base {¢/} 
de T* détermine un co-repère par (1), et le repère inverse 


z= 91 est le repère dual de +. | 
Soient TS le complexifié de T, et T° = L) TS, ES l’ensemble 


des bases (sur C) de TS et E°= LU Ei. Toute basé de T, est 
| — bts 2070 
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une base sur C de TS, de sorte que E£=E, et E°sE. Le : 
1 


groupe CL, opérant à droite sur chaque E° par 
z={e,} e Ef, L = (IA) CL, > feal} = z.Le Eg, 


bons 


on voit immédiatement (remarque I, 5) que ES est muni. 


naturellement d’une structure d’e.f.p. EC(X, CL,) pour 
laquelle E est un L,-s.e.f.p. de ES. | 


Soit « la projection canonique de C” X E® sur le modelé 


C"(EC) (cf. définition I, 2), CL, opérant naturellement sur 
C": de l'inclusion R" X EcC" x Ef, E étant un s.e.f.p. 
de E® et C” le complexifié de R™, découlent d’une part que 
a(R" x E) =T et d’autre part que la fibre en x de C”(E*) 
est le complexifié de la fibre T, de T — c’est-à-dire que 


C™(E°) = T° qui a donc une structure fibrée T°(X, CL,, C™). # 


Comme CL, est effectif sur C”, l’e.f.p. associé T° n’est autre 
que Ef et tout ze ES s’identifie à un isomorphisme de C” sur 
TS. C’est pourquoi E = EX) sera appelé l’espace des repères 
complexes de X. 

L’isomorphisme inverse, ¢ —z 1, T£ —C", sera encore 
appelé le co-repére complexe en x dual de z. C’est un 1-forme 
sur TS à valeurs dans l’espace vectoriel complexe C”: il s’iden- 
tifie donc (cf. II, 5) à une application linéaire de T, dans C” 
qui peut encore s’écrire, {f;} étant la base canonique de C, 

(1) e=feY 
où les ¢/ sont, cette fois, des formes sur T, à valeurs complexes. 
Le méme calcul que dans le cas réel montre que ces formes 
sont linéairement indépendantes sur les complexes. Inverse- 
ment, m formes linéaires à valeurs complexes en x, linéaire- 
ment indépendantes sur C,' déterminent un co-repère + par 
(1), dont le repére inverse est le repére dual de 

Si h est une section locale différentiable de E (resp. E®) 
au-dessus d’un ouvert U et 0, — h(x)-1 le co-repére dual de 
h(x), la 1-forme sur U à valeurs dans R™ (resp. C”) dont la 
restriction au point x est 0, sera appelée par abus de langage 
co-repère sur U dual de h. Ses composantes W (j = 1, 2, ..., m) 
sont m formes de Pfaff réelles (resp. à valeurs complexes) 
linéairement indépendantes sur R (resp. C) dans tout U, et 


réciproquement m telles formes sont les composantes d’un 
co-repère sur U. 
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En particulier, si h(x) est le repère naturel en x d’un système 
de coordonnées locales 2‘ (i = 1, 2, ..., m) sur U, le co-repére 
dual 0 sur U a pour composantes dz‘, de sorte que dû = 0. 
Inversement un co-repère 8 sur U tel que dû = 0 est locale- 
ment un co-repère naturel de coordonnées locales. Ces remarques 
s'étendent aux repères et co-repéres complexes en appelant 
système de coordonnées locales complexes sur X un système 
de m fonctions à valeurs complexes différentiables sur U ¢ X 
indépendantes sur les complexes. 


Dérinition III, 1. — Nous appellerons espace de repères 
(resp. espace. de repères complexes) sur la variété différen- 
_tiable X, tout sous-espace fibré principal différentiable de l’espace 
E des repères linéaires (resp. E des repères complexes) de X. 
On appelle G-structure (resp. G-structure complexe) sur X 
la structure S = S(G, H) déterminée par la donnée d’un espace 
de repères H (resp. espace de repères complexes) sur X, de groupe 
structural G. 

G est donc un sous-groupe de Lie de L,, (resp. CL,). S est 
dite de classe C” si H est un s.e.f.p. de E (resp. E£) de classe C”. 
zeH, (ce X) peut être appelé repère de X en x distingué 
pour la structure S, ou plus brièvement repère distingué de S. 
Le co-repère dual d’un repère distingué est un co-repère 
distingué. Une G-structure (HcE) sera souvent appelée 
G-structure réelle par opposition à une G-structure complexe 
(H c ES), 

Il découle de la proposition (I, 5, 2) que H — et S — peut 
. être déterminé par une famille {U., ha} où {Ua} est un recou- 
vrement ouvert de X et h, une section locale de E (resp. E°) 
au-dessus de U, avec, 


(2) hg(x) = ha(x).gaa(7) pour zxeU, à Us 
gag étant une fonction différentiable sur U, n Ug à valeurs 
dans G. Alors, si 0, est le co-repére sur U, dual de f,, on a 


dans U, n Us, 

(3) = Sas - 9g 
avec les notations du chapitre II. Inversement soit une famille 
(Ua, 0} où {U,} est un recouvrement de X et 0, un co-repère 
sur U,, ces co-repères étant liés par (3) dans U, n Us: elle 
_ détermine une G-structure sur X. 
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‘Cette derniére détermination est la détermination locale. 
la plus courante: cf. S. S. Chern [9]. Un grand nombre des 
structures plus ou moins classiques de la géométrie différen- 
tielle peuvent étre déterminées par la donnée d’une G-struc- 
ture: on en trouvera ci-dessous quelques exemples. La mono: 
graphie de P. Libermann [20] en comprend une liste abondante. 


Premiers exemples. — a) L’e.f.p. des repères orthonormés” 
d’une variété Riemannienne définit sur X une O(m)-structure 
et réciproquement. 

b) Les structures presque produit complexe (resp. réel) — 
ou x-structures (resp. mn-Structures) — ont été envisagées 
par D. C. Spencer [25], étudiées en détail par G. Legrand [18] 
et, indépendamment, par l’auteur. Si dmX=m—=n,<+n,,. 
une = (resp. Tn) — structure sur X est définie par la donnée 
de deux champs de sous-espaces vectoriels complexes (resp. 
réels) T, de TS (resp. T,) de dimension n, (t = 1,2) et supple- 
mentaires. Les bases de TS (resp. T,) dont les n, premiers 
vecteurs appartiennent à T,, et les n, suivants à T, constituent 
un espace de A aan complexes (resp. réels) de groupe struc-… 
tural CL (n,, n,) (resp. L (n,, n,)) (cf. Ch. 1, § 6). Réciproque- . 
ment une CL (n,, n,) — structure sur X détermine une 
m-structure; une Li(n,, Mt) — structure réelle détermine une 
TR- satihaetue: 
ce) Une x-structure pour laquelle T, est le complexe conjugué 
de T, (d’ou nj, =n, =n et m= 2n) définit une structure 
presque complexe (cf. [2 t , 101). Les bases adaptées de TS, . 
formées d’une base fe,} (a, 8, = 1, 2, …, n) de T, et de la 
base {complexe conjuguée fer 6. ca} (a Se hn) ae re 
constituent un espace de repères E?(X)c E® ayant pour 
groupe structural le groupe CL? des matrices 


‘le À ve | | 
( 0 i) où AeCL,, A=complexe eqnugnte de A, 


groupe isomorphe à CL,. Inversement, une Once S 
détermine une structure presque ‘complexe si et seulement si, 
pour tout & e X, il existe un repèré a pa { }(i=4,2,. 2h) 
tel que cy = 6. & pour & = 1, 2,..., n: en particulier une 
structure presque complexe sur X left PART ns détér: 
minée par son espace E'(X}. ue saunas) sin soianosab 
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Les bases réelles adaptées à la structure presque complexe 
sont les bases de T, déduites des précédentes par 


1 u 
Ex == a a*)s 2 = a —— Eq* 
va + Eux) e 2 Eq*) 


elles constituent un espace de repères réels E*(X) cE dont le 
groupe structural CL est la représentation réelle de CL, dans 
L,,, c’est-à-dire le groupe des matrices 


ie » B, C matrices réelles, B + iC = A eCL,. 


Inversement, une CL*-structure réelle sur X détermine une 
structure presque complexe. 

d) Soit X = G/H un espace homogéne du groupe de Lie 
G, p.sa projection canonique et E l’e.f.p. des repères de X. K, 
désignant l’opération de geG sur X, cette opération se pro- 
longe à E: si ze E,, K,oz—gzeE, (K, application linéaire 
tangente à K,). Soit z, fixé tel que pr.z, = pe = a. Soient 
H le groupe linéaire d’isotropie de X en x, et H,,cL, le 
groupe z'.H.z, isomorphe à H. L’application f de G dans E, 
g—g.z =—f(g), est un X-homomorphisme d’e.f.p. compa- 
tible avec l’homomorphisme 


p: H — L,,, heH—3x'°K;oze,cL,; 
en effet, 
f(g-h) = (8.h)2 = Kyn°% = K,o Kyo% 
soit f(g-h) = Kyomo(a*eKyom) = f(g)-9(h). 
L'image P,,(X) = f(G) est donc (proposition I, 5, 2) un 
e(H)-s.e.f.p. de E, c’est-à-dire un espace de repères de groupes 


H,,. En particulier si G/H est un espace homogène réductif, 


H est isomorphe à H, po et f sont des isomorphismes et G 
est isomorphe à P,(X) : 


Proposition III, 4. — Si X = G/H est un espace homogène 
du groupe de Lie G, il est naturellement muni d’une H,,-structure 
où H,, est la représentation du groupe linéaire @isotropie H 
dans un repère z de X au point x, = pe. L’espace de repères 
correspondant est homomorphe à Ve.f.p. G— G/H: il lui est 
isomorphe st G/H est réductif. 

14 
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2. — G-Structures définies par un tenseur. 


Les trois premiers exemples ci-dessus entrent dans un même 
schéma. Soit À une représentation linéaire de L, dans un 
espace vectoriel M et un sous-groupe Ge L, laissant inva- 
riant ue M. Soit d’autre part, S(G, H) une G-structure sur X. 
L'application constante H — u est un tenseur sur H à valeurs 
dans M et de type R(G) il s’étend donc (ch. II, § 3) en un tenseur 
t sur E à valeurs dans M et de type &(L,): ce tenseur prend 
ses valeurs dans la classe d’intransitivité M, de u pour R(L,) 
puisque, si ze E il existe z'e H tel que z = z'.l (leL,) et 
l’on a alors 


Hz) = 47.1) = K(I).(2') = RI) we M,. 


Supposons réciproquement que G soit le plus grand sous- 
groupe de L,, laissant u invariant (G est alors fermé dans L,) 
et soit sur E un tenseur t de type R(L,) à valeurs dans M,. 
Soit Hc E l’ensemble des repères z tels que t(z) = u: ' 

1° p(H) = X car, si z, ¢ E,, t(z,) e M,; done il existe J, e L, 
tel que t(z,) = R(l,).u et t(z,.l,) = R(l-*).t(z,) = wu de sorte 
que z,.l,¢H; 

2° si z, 2 €H,, z2’=2z.l (le L,) et t(z’) = R(I-) t(z) c’est- 
à-dire R(I-!) u = u et le G. On a donc H, = z.G. 

D’après la proposition (I, 5, 2), pour que H soit un G-s.e.f.p. 
de E il faut et suffit que, de plus, E admette des sections 
locales à valeurs dans H. Analysons cette dernière condition. 
Soient 7 l’application canonique L, > L,/G et f l'injection 
L,/G—M (application différentiable biunivoque sur M,) 
1.G—+>R(l)ueM; f est analytique et partout régulière de 
sorte que M, est une sous-variété analytique de M: désignons 
cette sous-variété par M, et identifions-la à L,/G par f de 
sorte que 


(1) n(l) = 1.G = R(l).u 
t, application différentiable dans M prenant ses valeurs dans 


; , aid: : 
M, n’est pas nécessairement une application différentiable 


dans M,. Supposons que H soit un s.e.f.p. de E et soit V un 
ouvert de X muni d’une section z à valeurs dans H: pour 
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weV, leL,, t(z(x).l) = R(I).u c’est-à-dire que, dans la 
carte de E associée à la section z, l’application t, Ey > M, 


s'exprime par | 
(x, Ll) > x(l-). 
application qui est donc différentiable. Pour que H soit un 


s.e.f.p. il faut donc que t soit une application différentiable 
non seulement dans M mais aussi dans M,. Cette condition 


est suffisante. Soit en effet V un ouvert de X muni d’une 


section s de E; tos = g est une application différentiable de V 
dans M, et, si l’on restreint V de façon que g(V) soit inclus 


dans un ouvert de L,/G = M,, muni d’une section locale 


os de L, >L,/G, |= cog est une application différentiable 
de ,V dans L,; x — 2(x) = s{(x).l(x) est une section locale 


- différentiable de E sur V et 


t(z(x)) = t(s(a) .U(x)) = R(U(x)-*) . t(s(x)) = A(U(ax)-*). g(a) 


et puisque too = identité de L,/G, g(x) = n(U(x)) = R(U(x))u 
d’après (1), d’ou t(z(x)) = u et z prend ses valeurs dans H. 
Tenant compte du lemme (I, 6, 1) nous avons établi: 


Proposition III, 2..— Soient R une représentation linéaire 


de L,, (resp. CL,) dans un espace vectoriel M, G le sous-groupe 


de L,, (resp. CL,,) laissant invariant ue M, M, la classe d’intran- 
sitivité de u par L,, (resp. CL,,) munie de sa structure analytique 
d espace homogène L,,/G. La donnée sur V, d’une G-structure 
équivaut à celle d’un tenseur sur E(V,) (resp. ES(V,,)) de type 
R(L,) (resp. R(CL,)) à valeurs dans M, pourvu que t soit une 
application différentiable dans M, (et non seulement dans M). 


Cette dernière condition est toujours réalisée si M, est une sous- 
variété propre de M, en particulier si L,,/G est compact. 


En dehors du cas compact, le problème de l’existence de 
sections locales distinguées se pose donc toujours. Reprenons 
les exemples du paragraphe précédent. 

a) M est l’espace des formes bilinéaires sur R”, u la forme 
bilinéaire x, yeR"— Y  zx'y dont la matrice dans la base 


C1) 000, M | 
canonique de R”" est la matrice identité: alors G = O(m), 
M, est l’ensemble des formes bilinéaires symétriques définies 


positives, ¢ le «tenseur métrique » définissant sur V, la struc- 


! 

' 

, 
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ture Riemannienne associée à la O(m)-structure. Le tenseur # 
différentiable à valeur dans M étant donné, l’existence de 
sections locales orthonormées se montre directement en 
construisant une telle section à partir d’une section locale 
quelconque de E par un procédé n’affectant pas la continuité, 
par exemple par le « procédé d’orthogonalisation de Schmidt ». 
b) M = #{C"), A(l), Le CL,, est la transformation canonique 
heM—R(l).h=1{"1.h.l, CL (m, n) est le sous-groupe de 


CL,, laissant invariante la matrice 


Ei O 

Bion veg) 

Ne 
M, est l’ensemble des automorphismes de C” de carré identité 
dont l’espace des vecteurs propres correspondant à la valeur 
propre + 1 est de dimension n,; t est le tenseur sur E%(V,,) 
qui définit en chaque point ze V, un automorphisme de Tf 
de carré identité. La donnée de ¢ équivaut à celle de la 
m-structure (‘°). | 
c) une structure presque complexe déterminée par une 
CL;-structure réelle peut être définie de façon analogue: 
M = £(R*); R(l) (leL,) est encore la transformation cano- 
nique; alors CL, est le sous-groupe de L,, qui laisse invariante 


la matrice 
"Es NÉ Ss 
pr Etes er 


M, est l’ensemble des automorphismes de R* de carré identité; 
t est le tenseur presque complexe. 


3. — G-Structures équivalentes et subordonnées. 


A) Dérinrtron III, 3, 1. — Soit une structure S = S(G, H) 
(réelle ow complexe). Une structure S’ = S'(G', H') est dite 
équivalente à S s’il existe le L,, (resp. CL,,) tel que H’ = H.L. 
S complexe est dite équivalente au réel si elle admet une structure 
équivalente réelle. Si S est réelle (resp. complexe) une structure 
S’ équivalente à S (H' = H.1) est encore une G-structure réelle 
(resp. complexe) si et seulement si | appartient au normalisateur 


(5) Cf. G. Legrand [18]. 
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| N(G) (resp. N°(G)) de G dans L, (resp. CL,) : on dit alors que 

est une G-structure réelle (resp. complexe) associée à S. 

La structure S’ d’espace de repères H’ = H./ à un groupe 
structural conjugué de G dans Cl,, G =/1-1.G.1; car, si 
Ut. GHz. G biz. l.(12.G.1) (ce X). Pour 
“que G = G, il faut et suffit donc que |< N(G) (resp. N°(G)). 

Nous verrons dans les exemples ci-dessous et chapitre IV 
que les structures équivalentes doivent être considérées comme 
définissant une même structure infinitésimale sur X. Une 
- classe C de sous-groupes conjugués de L,, étant donnée, on peut 
appeler C-structure l’ensemble des G’-structures équivalentes 
à une G-structure donnée (G, G’ e €). Chacune des G’-structures 
envisagées étant alors «un représentant » de la C-structure. 
Le problème de la détermination de toutes les G-structures 
possibles sur X est résolu par la proposition (I, 5, 3) lorsque 
» G donné est fermé dans L, : elles correspondent biunivoquement 
aux sections différentiables de l’espace E/G. Le problème de 
la détermination de toutes les C-structures peut être posé 
ainsi: un représentant Ge€ étant choisi, une C-structure 
donnée admet dès que N(G) = G plusieurs représentants qui 
sont des G-structures, et ces structures sont associées; le 
groupe N = N(G)/G opère sur E/G ainsi que sur le faisceau F 
des germes de sections différentiables de E/G que l’on peut 
appeler faisceau des germes de G-structures. N étant muni 
de la topologie discrète, l’espace quotient %/N est encore un 
faisceau et, si g est l’application canonique 3 — S/N, pour 
que deux sections de & définissent deux G-structures associées, 
il faut et suffit qu’elles aient même image par q. On peut donc 
appeler %/N faisceau des C-structures sur X : il y a correspon- 
dance biunivoque entre les C-structures sur X et les sections 
de ce faisceau qui ont un relèvement dans #. La même ana- 
lysé est évidemment valable dans le cas complexe. 


Exemples. — Reprenons avec les mêmes notations certains 


exemples du § 1. AC 
a) Les différentes H,,-structures définies sur un espace 


homogène G/H (exemple d) sont équivalentes : z, étant rem- 
placé par z = 2.1 (leL,) et f parf,ona 


fig) = Kyo% = Kyoreol = f(g), 
HEAR P,(X) = P,(X).4. 
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b) La CL?-structure S’ et la CLi-structure S* définies par 
une structure presque complexe (exemple c) sont équivalentes; 
car si z={€,, +) € E’(X) est une base adaptée complexe 
et zu je, Eur} e EX) la base réelle correspondante, on & 


=, l à 1. E, ey) : 
FAITES RAREMENT | 


d’où E*(X) = E(X).1 et CL{X) =1-.CL4(X).1, ce que l’on 
vérifie immédiatement. S* étant réelle, S’ est équivalente au 
réel. 

c) l'existence de G-structures non équivalentes au réel est 
évidente : il suffit que dim G > m? pour qu’une G-structure ne 
puisse être équivalente au réel. Ainsi une n-structure (exemple b) 
nest jamais équivalente au réel. 


B) DérinirioN III, 3, 2. — Soient deux structures S(G, H) 
et S'(G’, H’): on dit que S est subordonnée à S’, ou que S’ est 
une extension de S, st Hc H’ (d’où Gc G’). 

G’ étant donné, le probléme d’existence d’une G-structure 
subordonnée à S’ est résolu par la proposition (I, 5, 3). Étant 
donnée une autre structure S” (G”, H”) il se pose le problème 
de l’existence d’une structure S subordonnée à la fois à S’ 
et S”: si H’ n H” est encore un espace de repères, il définit 
une telle structure de groupe |’ = G’n G” (la plus grande); 
inversement si Hc H’nH", définit une structure subor- 
donnée commune, H’n H” = H.[' en détermine aussi une. 
Notre problème est donc ramené à celui-ci: H’n H” est-il 
un espace de repères? C’est pour le résoudre que nous avons 
fait l'étude du paragraphe (I, 6). La proposition (I, 6, 2) et le. 
théorème (I, 6) permettent d’énoncer : 


THEOREME III, 3. — Pour qu’il existe une structure subor- 
donnée commune à une G'-structure S' et à une G"-structure S” 
sur X, il faut qu'elles admettent en chaque point xeX un 
repère distingué commun: cette condition est suffisante si le 
couple G’, G” est un couple générique de sous-groupes de L, 
(resp. CL,), par exemple si G'/[’ (resp. G"/I) est compact 
([ = G’nG"). En particulier, pour qu'une G-structure com- 
plexe S soit Vextension d’une structure réelle, il faut que S admette 
en chaque point un repère distingué réel: cette condition est 
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suffisante si le couple G, L, est un couple générique de sous- 
- groupes de CL,,, en particulier si G/T (resp. L, JT est compact.) 

La condition d’existence d’un repère distingué en + commun 
aS’ et S”, H, n H{-4Q, peut se mettre sous la forme H! c H".G’; 
elle est réalisée pour tout ze X si 


(1) H'elr 0: 


En particulier, pour que la G-structure complexe S admette 
un repère distingué réel en tout point, il faut et suffit, que 


(2) HcE.G. 


Si z,¢E,, la fibre en x de E.G est z,.L,.G et dès que 
-L,.G-ÆCL, (par exemple dim G< m?) on peut affirmer 
qu'une G-structure complexe n'est pas en général l'extension 
d’ure structure réelle. Au contraire la condition (2) sera toujours 
réalisée si et seulement si 


pore CL 


Comme cette condition entraîne que le couple L,, G est 
un couple générique de sous-groupes (théoréme I, 6, 2) exemple 
b), une telle G-structure est toujours l’extension d’une struc- 
ture réelle. 


Exemples. — a) O(m) étant compact, si une structure 
S(G, H) quelconque sur X admet en tout point un repère 
distingué orthonormé, S admet d’après le théorème précé- 
dent une structure subordonnée de groupe GnO(m): dans 
les cas les plus courants, ce fait peut résulter directement de la 
façon dont est déterminé un repère distingué orthonormé — 
mais la preuve en est omise par la plupart des auteurs — ceci 
découle ici d’un théorème général. 

b) une structure presque hermitienne subordonnée à une 
structure presque complexe sur X de dimension 2n peut être 
déterminée par un espace de repères ¢°(X)c E’(X) ayant 
pour groupe structural le groupe U’(n)c CL? isomorphe 


x 


a U(n) des matrices 


(5 9) Advis 


Ut(n) = CL? n U(2n). Elle peut être aussi bien déterminée par 
Tespace de repères réels e*(X) = °(X).1 (1 matrice définie 


| 
1 


à l'exemple b) de l'alinéa A) de groupe U%(n) = O(2n) n CL$ 
C’est donc la plus grande structure subordonnée commune 
à la structure Riemannienne définie par les repères ortho- 
normés e‘(X).O(2n) et à la structure presque complexe 
définie par les repères réels adaptés «(X).CL; = EX} 
Inversement, quand on se donne sur X une métrique rieman- 
nienne ® et un opérateur presque complexe J tels que, en 
tout point x, l'opérateur J, soit hermitien par rapport à la 
métrique ®, (,(5,9, J,w) = 0,(9, w) pour tout », weT,), le 
fait que l’espace «*(X) des repères réels adaptés en chaque 
point à ces deux structures est bien un «espace de repères » 
suppose la démonstration (généralement omise) de l'existence 
de sections locales de E(X) qui soient à la fois orthonormées: 
et adaptées à la structure presque complexe : notre théorème, 
applicable puisque l’un des groupes est compact, ramène. 
cette démonstration à celle de l’existence de sections locales 
orthonormées pour la métrique ® d’une part, de sections 
locales adaptées à la structure presque complexe d’autre part. 

c) Pour qu’une z-structure S soit l’extension d’une Tr- 
structure, il faut et suffit que S admette en chaque point un 
repère distingué réel: c’est ici évident car, le champ de plans 
T,(u = 1,2) étant différentiable ainsi que le champ T,, le 
champ de plans T;n T, est aussi différentiable; cela peut 
aussi résulter du théoréme III, 3 le couple CL (n,, n,), L, de 
sous-groupes de CL, étant générique (proposition I, 6, 4). 
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C) Dérinirion III, 3, 3. — Une G’-structure S’ est dite 
subordonnée au sens large à une structure § si elle est subordonnée 
à une structure équivalente à S (ou équivalente à une structure 
subordonnée à S). S est alors une extension au sens large de S’. 

Etudions en particulier à quelles conditions une structure 
complexe S(G, H) est l’extension au sens large d’une structure 
réelle : il faut et suffit pour cela qu’il existe Le CL,, tel que 
S’‘(JG.I-1, H.l-1) admette une structure subordonnée réelle; 
il faut donc d’après (1) qu’il existe / tel que H./-1c E. (IGI-1) 
soit 


(3) HcE.1.G. 


Cette condition est suffisante si le couple L,,, J.G.J-) est 
un couple générique de sous-groupes de CL,,. 


2 
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Les ensembles E..1.G, le CL,, (doubles classes modulo E : G) 


- définissent des classes d'équivalence sur EC qui correspondent 


biunivoquement aux doubles classes de CL, modulo L, : G. 
S'il existe plus d’une telle classe (c’est-à-dire si L,.G-£CL,) 
ul existe sûrement des G-structures complexes n’admettant pas 
de structure réelle subordonnée au sens large. En ce sens, les 
G-structures complexes constituent une vraie généralisation 
des G-structure réelles. 


4. — Caractérisation d’un espace de repères 
par la 1-forme fondamentale. 


DériniTion III, 4, 1. — Soit H(X, G) un espace de repères 
réels (resp. complexes) sur la variété X de dimension m. On appelle 
1-forme fondamentale sur H la 1-forme w à valeurs dans R" 
(resp. C™) qui, au vecteur (resp. vecteur complexe) ©, tangent à 
H au point z, fait correspondre le vecteur 

ET w(6,) = z1. pb, e R" (resp. C”). 

La 1-forme fondamentale sur E (resp. E°) sera notée 0 
(resp. 0°). La restriction de la forme induite par 9° sur E aux 
vecteurs tangents réels coincide avec 0. Si Hc E (resp. E°) 
la 1-forme fondamentale w de H est la forme induite par 4 
(resp. 9°) sur H. Quand aucune ambiguité n’est possible, 
0° est encore notée 0. 

La 1-forme w définie dans la définition (III, 4, 1) satisfait 
aux deux propriétés 

(2) Djo=gi.wo geG 

(3) w(b) =o<— pd =o 
(G vecteur, réel ou complexe, tangent à H). En effet, si 6, est 
tangent a H au point z, D,6, est tangent au point z.g et 

w(D,6,) = (2.8)*p(D,6,) = gz p6, = g*(6,) 
d’où (2). D’autre part, «(6,) =o<—+z" (pb,)=° ce qui 
équivaut à po, =» puisque z est un isomorphisme de R” 
(resp. C”) sur T,, (resp. T}.); w est donc une 1-forme tenso- 


rielle : nous traduirons la dernière propriété en disant qu’elle 
est régulière — et son type en disant que c’est une 1-forme 


vectorielle. 


| 
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Soit s une section de H au-dessus de l’ouvert Uc X; sw 


4 


€ 
, 


est une 1-forme sur U à valeurs dans R" (resp. C”); si 6,¢ T, 
(resp. TS), s‘u(G,) = w(sG,) et comme sb, est tangent à Hau, 


point s(x), s*w(G,) = (s71(x).p) (sb,) = s(x) (G.), c'est-à-dire 


que (s*w), = s71 (x) et que s*w est le co-repère dual de la ~ 
section s. Cette remarque peut servir de définition à w (cf. | 


ch. II, 3). 


La forme fondamentale caractérise les espaces de repères : 


Proposition III, 4, 1. — Soit G un sous-groupe de Lie de 
L, (resp. CL,,) pour qu’un e.f.p. H(X, G) soit G-isomorphe à \ 


un espace de repères sur X, il faut et suffit qu’il puisse être muni 


d’une 1-forme tensorielle w à valeurs dans R" (resp. C™) satis- « 


faisant à (2) et (3). Il existe alors un homomorphisme unique 


f de H dans E(X) (resp. E°(X)) compatible avec l'application « 


identique de G dans L, (resp. CL,,) et tel que 
(4) fo = 0 


où 0 est la 1-forme fondamentale sur E (resp. E°). 
Soit d’abord f un G-isomorphisme de H(X, G) sur un espace 


de repères H’(X, G) € E: c’est un homomorphisme dans » 


E et l’on sait (Ch. II, 3) que w = f“0 est une 1-forme tensorielle 
sur H de même type; w est régulière puisque 


w(G,) =o<— > 0(f©.) — o<—> Prf 6, =— o<—> DyO, to (Pu = - 4 Prof). | 


Réciproquement, H(X, G) satisfaisant aux hypothèses de | 


la proposition (III, 4, 1), supposons qu’il existe un G-isomor- 


phisme f de H dans E tel que f*0 =. Si G,eT, (heH), : 


w(6,) = O(f6,) et comme fG,eTxw», w(G,) = [f(h) | prf Os, 


c’est-à-dire 

(5) (Gy) = [f(h)]~*pu®,. 

Soit {,, le tenseur associé à w (déf. II, 3) tenseur sur H & E 
à valeurs dans R"* @ R” de type p(G X L,,) tel que 0(g, 1) = gal, 


c'est-à-dire tel que t,(h.g, 2.1) = g.t,, (h, z).l. Il peut être 
défini par les formules ((6) Ch. II, 3): 


(6) t(h, z).u = w(G;) 
s1 6,6 T,, (h,z)e H@E, ue R", z.u = pu©, 


par suite de (3), t,(h, z).u = o<—>u —0 et t,(h, z)e Lu. (6) 
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- entraîne tw(h, z).z-1pn@, = w(G,) de sorte que (5) équivaut à 
(7) t..(h, 2).2-* pu, = [f(h)] 1. pub, 


et comme pnl, = Ty, (7) équivaut à l’égalité entre opérateurs 
(8) f(h) = z.[(h, 2) 


qui a un sens puisque tu(h, z)eL,. Nous avons jusqu'ici 
établi que, pour qu’une application fide H dans E satisfasse 
à (4), il faut et suffit qu’elle satisfasse à (8). Or, le second membre 
de (8) ne dépend pas de z, mais de h seul car si 
(h, z)eHRE, pr = pnh = prz et 7 —=3z.l(leL,) d’où 


FOIE CAE AN ER FT À [to(hy 2: D] 
4 ) [to(h, z) i I a" EAUX z)]” 


_ (8) définit donc une application unique f de H dans E; elle 
est différentiable puisque, au-dessus d’un ouvert Uc X muni 
d’une section différentiable, s de E, (8) peut s’écrire 


f(h) = s(ph).[t,(h, s(ph)) |" 


et que ¢,, lui-même est une fonction différentiable sur H&E. 
Enfin f est un homomorphisme car 


fh-g) = alles, AT = der (h, 2))> 
= 2.[i(h, 2.8 =f (h)- 


La démonstration s’achéve alors immédiatement en appli- 
quant la proposition (I, 5, 3); elle s’étend sans modification 
aux espaces de repères complexes pourvu que l’on utilise le 
tenseur complexe t‘w associé à w qui est à valeurs dans CL,. 

Nous avons établi (Ch. II, $ 3 et $ 5) une correspondance 
. biunivoque entre formes tensorielles sur un e.f.p. et tenseurs 
associés; nous avons vu que la propriété (3) pour w équivaut 
pour ¢,, à prendre ses valeurs dans L,. Comme les tenseurs 
d’un certain type sur un e.f.p. correspondent biunivoquement 
aux sections d’un certain a associé, la PURE RES (III, 4, 4) 
a le: 


CorozLaiREe. — Soit un e.f.p. H(X, G), où G est un sous- 
groupe de Lie de L,, (resp. CL,) (m = dim X). Les structures 
d'espace de repères sur H correspondent biunivoquement aux 
sections du fibré de fibre Ly (resp. CL,) associé à HXE 
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(resp. H&E‘), GXL, (resp. GX CL,) opérant sur la 
fibre par 
(g, D,t—gt.t.l geG;l,teL, (resp. CL,). 

Pour une forme tensorielle À sur un espace de repères 
H(X, G) on peut avoir une notion plus simple de tenseur 
associé que sur un e.f.p. quelconque. Supposons d’abord H i 
espace de repéres réels et A a valeurs dans un espace vectoriel 
réel M: tA est un tenseur sur HWE. Soient les applications 

t: H+ E inclusion 

j: H>HBE, heH>(h, he HME, application qui 
identifie H à la diagonale du s.e.f.p. HX Hc HWE; 

f: HXE—H, (h,z)>h, heH, zek, pnrh= pr; 

g: HRE—E, (h,z)—2, heH, zeE, pah= prz. 


On a done 
(9) fo] = identité de H et go] =. 
‘A = 7*tA est un tenseur sur H puisque 7 est un homomor- 
phisme d’e.f.p. De (9) découle A =j*f*A et la formule 
((8) ch. II, § 3) devient 
à a # ge 
A = j*[ (A). À gto] = (ited). (À (eo) 


A = (t'A).( À j*g"0) 


ou 


soit d’aprés (9) / 
À = (t'A).( Ait) 


ou, comme 1"0 n’est autre que la forme fondamentale w de H 
(10) A= (A). (Aw). 
Réciproquement, l'application de la proposition (II, 3, 1) 
montre que si À est un tenseur sur H à valeurs dans M® À R" 


et de type p(G), (as) = ®(g)@Ag), A=2.(Aw). est 
une q-forme tensorielle telle que À = #’A. 

De méme, si H est un espace de repéres complexes et A 
à valeurs dans l’espace vectoriel complexe M, {A est un tenseur 
sur HWE®; l'inclusion Hc EC permet de définir des appli- 
cations I, J, ... analogues à i, j,... et “A = J*{CAÀ est un ten- 


i 
4 


RS er 


st sai 


AT TT 
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seur sur H lié à À par une formule analogue à (10), la correspon- 
- dance entre A et ¢’“A étant encore biunivoque. 

Si H est un espace de repères réels et M un espace vectoriel 
complexe il se trouve définis deux tenseurs associés sur H 
suivant que l’on utilise l'inclusion HcE (ce qui définit t/A 


à valeurs dans M @r À R") ou HcES (ce qui définit ¢’/°A à 


q 
valeurs dans M®,AC™): la remarque faite au ch. II, § 5 
- montre que ces deux tenseurs coincident modulo l'identification 


canonique de M @c À Cr et M gx \R". 

Au contraire, si H est un espace de repères complexes et M 
un espace vectoriel réel (n’admettant pas de structure complexe 
pour laquelle les R(g) soient des transformations linéaires 
sur, C) on ne peut définir sur H lui-même un tenseur associé 
qui corresponde biunivoquement à À par une formule analogue 
- à (10). Supposons en effet un tel tenseur À défini, tel que 


(1) Ad AAo) 


alors, nécessairement pour heH, A(h)eM Or À C”. Or À 
- n'est défini que sur l’espace 0, tangent à H en h et non sur 
son complexifié 0%: A(h) n’est donc astreint par (II) qu’à la 
condition 
: q q 
LAND le Gay, Cie AU 
== (hy 7? . po, 


» (avec les notations simplifiées du ch. II). Quand ©, décrit 
q 
A®,, pb, décrit AT,(2 = ph) et hp, décrit AkT, où 


h-1T, est un sous-espace vectoriel (réel) de C” de dimension 
- réelle m: A(h) n’est donc pas complètement déterminée par 
11). 

; inte définir A par un tenseur sur H on peut cependant 
procéder ainsi: soit M’ un espace vectoriel complexe tel que 
-M'5=Met M = M + iM, et que de plus R(g) s’étende en un 
automorphisme complexe de M’. On peut prendre par exemple 
pour M’ le complexifié de M: ce n’est pas nécessairement le 
plus commode. A est donc une forme tensorielle complexe à 
valeurs dans M' et de type R(G) qui, pour les vecteurs tangents 
réels prend ses valeurs dans Me M’. A A sont maintenant 


BY 


‘associés les tenseurs ¢’/“A (resp. t°A) sur H (resp. HME) à 
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; q . . \ à 
valeurs dans M’ @c AC" — ainsi que tA sur H&E à valeurs 


dans M’ Sr À R"’. Comme les tenseurs #’©À correspondent 
biunivoquement aux q-formes A sur H à valeurs dans M’, 
cherchons à caractériser ceux pour lesquels À est à valeurs 
dans M. Or {CA est déterminé biunivoquement par ¢°A dont 
la restriction à HME est tA (ch. II, 5): de sorte que t’°A est» 


déterminé par tA. Pour que A soit à valeurs dans M il faut et 
q q 
suffit que {À soit à valeurs dans V= M®,gAR™ cM’ ®@,AR”™; 


{A et {CA prennent donc leurs valeurs dans l’orbite de V par 
CL,,, orbite qui n’est pas en général un sous-espace vectoriel 


(réel) de M’ @oAc™ de sorte que la condition sur ¢’°A se 
traduira en général par une condition non linéaire. 

C’est pourquoi dans la suite on ne parlera de tenseur associé 
sur H, à une forme À sur H à valeurs dans M que si H est un 
espace de repères réels et M quelconque ou H un espace de repères 
complexes et M complexe. Il n’y a alors aucune ambiguïté et ce 
tenseur sera toujours noté tA. Énonçons 


Proposition III, 4, 2. — Soit H(X, G) un espace de repères 
réels (resp. complexes) de forme fondamentale w et M un espace 
vectoriel (resp. espace vectoriel complexe). Les q-formes A sur H 
à valeurs dans M correspondent biunivoquement aux tenseurs 


sur H à valeurs dans M @r À R"* (resp. M ®c À C"*) et de type 


| 
e:(G) où pifg) = R(g)®Ag-. Le tenseur correspondant à A 
est le tenseur associé sur H, tA, défini par | 


(12) À = (tA). (À w). 


Dans la base {e,} de M et la base canonique de R” (resp. C”), | 
(12) s’écrit | | 


(13) At =F Ah ot A... ok 


où les w' composantes de w sont des formes globales sur H 
linéairement indépendantes, et les composantes (tA)A. du 
tenseur associé des fonctions à valeurs réelles (resp. com- 
plexes) supposées antisymétriques par rapport aux indices i, 

Si H = E (resp. EC) on retrouve la notion habituelle de 
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tenseur canoniquement associé en prenant l’image réciproque 


- de (13) par des sections locales. En particulier, si l’on applique 


(12) à w elle-même, il vient w = (tw).w, ce qui montre que tw 
est le tenseur constant sur H = à l'identité de L, (resp. CL,) 


5. — Connexions sur les espaces de repères. 


A) Nous appelons connexion linéaire sur X (resp. linéaire 
complexe) une connexion sur E(X) (resp. E(X)). S(G, H) étant 
une G-structure donnée nous appelons H-connexion, ou 
S-connexion indifféremment, une connexion sur H. Le groupe 


- GcL,, étant seul donné, nous appelons G-connexion une 


H-connexion arbitraire. 
Soit y une H-connexion et Ÿ son extension à E (resp. EC); 


x et à leurs formes respectives; un chemin dans H horizontal 


pour y est aussi horizontal pour Ÿ, puisque 7 est la forme 
induite sur H par *; de l’unicité du chemin horizontal pour 
une connexion au-dessus d’un chemin donné de X et ayant 
une origine z donnée, découle alors que la nappe d’holonomie 
d’origine ze H est la même pour les deux connexions, et 
par conséquent aussi les groupes d’holonomie pour les deux 
connexions: en particulier b,c G. Réciproquement si [ 
est une connexion linéaire et si, en un point ze FE (resp. Ef) 
le groupe d’holonomie ),¢ G, la nappe d’holonomie H, étant 


un .-s.e.f.p. différentiable (ch. IT, 4) H = H,.G définit une 


, 


G-structure S. D’autre part le champ d’holonomie de [' en 
tout point z’« H; étant tangent a H; donc a H, on voit 
immédiatement que le champ d’holonomie de [' est tangent 
a H en tout point de H: [ est l’extension d’une H-connexion. 
Nous avons établi: 


TuéorèME III, 5, 1 ("*). — Pour qu’il existe sur X une G- 
structure S il faut et suffit qu’il existe une connexion linéaire T 


sur X dont le groupe d’holonomie en un repère ze E(X) (resp. 


EC(X)) soit un sous-groupe de G: Test alors l’extension d’une 


. S-connexion. 


PEN TNT". 


Soit maintenant un groupe G tel que les G-structures puis- 


(8) Ce résultat contient ceux de [22] $ 118 et de [18] ch. mx, § 5. 
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sent être définies par un tenseur t à valeurs dans M au sens. 


de la proposition (III, 2) dont nous reprenons les notations. 
G étant le sous-groupe des geL, tels que R(g).u = u, G 
est la sous-algèbre des À e L, tels que R(A).u = 0. 

Soient S(G, H) une G-structure, y une S-connexion et 7 la 


connexion linéaire extension de y, 7 et % leurs formes respec-« 


tives, V et V les différentiations absolues correspondantes et 


t le tenseur sur E définissant la structure. D’après ((2), ch. IT, 4) 
on a $ ‘ 
Vi = di + R(R).t 

d’où, i étant l’injection H > E 

Ve = ditt + Ai) it 

= dit + R(x) .i*t = Vi't 
i*t étant constant sur H et égal à u 
(4) “Vt = R(r).u 

c’est-à-dire, si t = €, @ n° (fe,} base de G) 

“vi = R(e.).u ® n° = 0 


ce qui entraîne Vi = 0. 

Réciproquement soit ¥ une connexion linéaire de forme & 
telle que Vi = 0. x = if est une 1-forme sur H de type adjoint 
a valeurs dans L,, dont la restriction aux fibres de H coincide 
avec la forme $ relative à H (ch. II, § 4, A) parce que les trans- 
lations 4 droite de G sur H sont les restrictions des translations 
à droite de G opérant sur E (déf. I, 5, 2). Pour que = soit une 
forme de connexion sur H, il suffit donc que, de plus, elle 
prenne ses valeurs dans G. Soit une base de L,, Las &,} obtenue 


en complétant la base {e,} de G: =e, @n° + e,@r". Sur. 


H, i*Vt est encore donnée par (1) et est nulle par hypothèse; 
or K(x).u= R(e.).u Sn’ + À(e,).u ® n° = K(e,).u@ x 
puisque €, e G; notre hypothèse entraîne donc 

(2) R(e,).u ® r° = 0. 


Les vecteurs R(e,).u sont linéairement indépendants, car 
Zuah(s).u = 0 entraîne YR(u'e,).u = 0 c’est-à-dire ue, e G 
a a RE 


5 2 
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ce qui est absurde; par conséquent (2) entraîne la nullité des 


formes x‘, et x est à valeurs dans G. Nous avons établi : 


Tutoréme III, 5, 2. — Si la G-structure S sur X peut étre 
définie par le tenseur t sur E(X) (resp. E{X)), la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une connexion linéaire (resp. 


linéaire complexe) sur X soit extension d’une S-connexion est 


que la différentielle absolue de t dans cette connexion soit nulle. 

Ce théoréme contient la caractérisation des connexions 
linéaires qui sont euclidiennes pour une métrique donnée 
([221, § 51), presque complexes ([22] § 109), presque hermi- 
tiennes (une structure presque hermitienne étant définie par 
deux tenseurs, le tenseur métrique et le tenseur presque com- 
plexe, entre dans notre classe de structures: deux tenseurs 
pouvant être considérés comme un seul tenseur a. valeurs 


dans la somme directe de leurs espaces de valeurs). Il contient 


de même la caractérisation des connexions linéaires complexes 
qui sont des m-connexions pour une t-structure donnée 
([18] ch. II, § 6), des connexions linéaires complexes qui sont 
des connexions presque hermitiennes au sens large pour une 
structure presque hermitienne au sens large donnée (‘) 


(ibid. ch. III, § 4). 


B) Torsion. — Dans ces deux alinéas, H = H(X, G) est 


un espace de repères muni d’une connexion y déterminée; 


K désigne l’un ou l’autre des corps R ou C suivant que H est 


réel ou complexe. L’existence sur H de la 1-forme fondamentale 


w à valeurs dans K” entraîne l’existence pour la connexion y 


. d’un invariant supplémentaire, la forme de torsion: 


(2) xX = Vo = dw + tr. 


> (puisque la représentation de G dans K” définissant le type 


de w est sa représentation comme groupe linéaire de K”). 
Le tenseur é» associé à Z sur H est le tenseur de torsion de y. 
Naturellement » et t& sont les formes et le tenseur induits 
sur H par la torsion 


(3) $= VO = db + %.0 


(#7) Une structure presque hermitienne au sens large est définie par G. Legrand [18] 
par la donnée d’une métrique complexe ® et d’un champ d’opérateurs J sur T£ de 
carré identité, tels que D{Ju, Jv) = — ® (u, +) u, ve TE. 

15 
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de la connexion linéaire ¥ extension de y et son tenseur cano- 


niquement associé tS. L'identité ((5) ch. II, § 4) fournit la 


différentielle absolue de & 
(4) VE = Vw = 20.0. 
C’est l'identité de Bianchi pour la torsion. 


C) Dérivée covariante. Identité de Ricci généralisée. — A 
étant une q-forme tensorielle (q = 0, 1, ..., m) sur l’espace 
de repères H(X, G) à valeurs dans l’espace vectoriel M (réel” 
si H est réel, complexe si H est complexe), nous appelons 
dérivée covariante de À le tenseur sur H 

(5) DA = tViA. 

L’opération de dérivation covariante est propre aux espaces. 
de repères, à la différence de la différenciation absolue qui 
s’opère sur toute e.f.p. différentiable. | 

tA étant un tenseur de type R(g) ® Ag à valeurs dans 


M @x À (K”*) ViA est une 1-forme de même type et DA est 


un, tenseur de type R(g) @& Ag ® ga valeurs dans 


M @x À K”*@% K”*. La formule ((12) § 4) définissant le tenseur 
associé s’écrit puisque VtA est une 1-forme 


(6) Vik = (DA).o. 

Lorsque A est un tenseur W, comme tW = W, (5) devient 
DW = {VW et (6) 

(7) VW = (DW)... 

Dans ce cas et si H = E, ou bien si A est une forme de type 
identité (image réciproque d’une forme de X) on retrouve la 


1 


notion habituelle de dérivée covariante. Quand q>0, au” 


. q+i 
contraire, {VA est un tenseur à valeurs dans M®/ K™ 


g+1 
et de type R(g)®/Ag qui n’a donc aucune raison de 
coïncider avec DA. De la relation ((12) $ 4) 


A = (tA).( Âw) 


on déduit, en appliquant la formule de différentiation d’un 
produit de ce type ((8), ch. 11, § 4) 


(8) VA = (VtA).( Aw) + (tA).(VAw). 
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Cette formule qui peut aussi s’écrire d’après (6) 


(9) VA = (WA). Aw = (DA.o).(Aw) + (tA).(VAw) 
permettra de calculer la différentielle absolue en fonction 


de la dérivée covariante et de VAw. 
Appliquons-la d’abord au cas où A=V® (®, (q —1)-forme 


tensorielle) 


ep ae ((DV®).w).(Aw) + «vb. (vw). 


Comme d’autre part V*® = $(Q).® ((5) Ch. II, § 4) on 
obtient l'identité 


(40) ((DVD).w). Aw = &(Q).6 — (D). (VAw) 
(degré ® = g —1) 


a laquelle on peut donner le nom d’identité de Ricci généralisée. 
Prenons en effet le cas où ® est un tenseur W (q = 1); comme 


~W =iW et DW = {VW on a 
| DVW = iViViW = IVIDW = D?W 
et (10) s’écrit alors 

(11) (D?W.w).w = &(Q).W — (DW).%. 


Cette formule est l'identité de Ricci proprement dite (plus 
générale d’ailleurs que l'identité habituelle puisque la repré- 
sentation ® est quelconque). Pour le voir écrivons-la expli- 
citement lorsque W = V est un champ de vecteurs, en prenant 
les notations habituelles pour les composantes de la dérivée 
* covariante. (11) s’écrit 


(12) (D?V.w).0 = Q.V —(DV).X 
soit 
(13) (PV Viol) À wt = Qj. VW — VV, 


Comme, avec les normalisations habituelles 


Qj = + RiyotAat et D — Sto À ot 
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Rj à, et Sk, étant antisymétriques en À et 4, on obtient 
(14) 


à (Va Vi—ViVaV!) w* À wot = a (Ri. au V/ + y, Vi. St k,) © wo À ot 


= 


soit enfin 
VV EN" — VV Vi = Ri, ip V? + V, Vi. 


RUE obtenir maintenant a forme explicite de a calculons — 


vAw. De la définition de À w (ch. II, 2, E) et du caractère 
HÉRSSeE de w découle que Aw est une forme tensorielle de 
type A(G) e 

ÿ Kw) = d( Aw) +A(x).(Aw) 
{e,} étant la base canonique de K”. La formule ((24) ch. II, § 2) 


donne l’expression de Aw à l’aide des composantes w' de w 
dans cette base 


Ko= a À Ag, 8 wi A... À wf: 


EE ET 


D’autre part, un calcul facile montre que dans la base : 


B=ie\.ste, tr <i:..<i} sde ÀKr, l'opération À (à) 
(Ae L,, resp. CL,) est donnée par ses composantes 


~~ 


(Kae = Seep akc) 


Hit » | 
où €; :::# est l'indicateur de permutation et À} les composantes | 


(8) Une suite d'indices e,... p ... à représente la suite obtenue en rempla- 
Li ‘ vir à 4 
gant dans la suite i, .. - th «+. igs in par p. De même une suite i, .. ee ig repré- 
sente la suite i, ... ig où le terme i, a été supprimé. 


—— ae 
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de À dans la base canonique de L,, (resp. CL,,) alors les compo- 
santes dans la baseB de 9 = (A (7). Aw) sont 
gies lg — 5 A (nia (Aw) 


<< iq 
< i i 
À ig TAN Qt À +. A ws 


I 

: M 
m 
a 
SE 


ou, en faisant passer w et p à la première place 


nS 
gi la Brats > €, te sig (TAO) A A. Awk-1 A whet À. À colt 
puis, en supprimant la sommation par rapport à k 


1 
heat, Penske de arin ig i 
Pie yh (MAO) À 6h... Ao’ 
dans cette somme, la somme des termes ou p =I, est 


1 
(q—1)! ei a (TH A) Aw)... A w= (te Aw") Aw À … À o's 


et, en procédant de méme pour chaque indice J, il vient: 


gh al ee ÿ (— 1)*-* wh À bus A ok: A (tebe A wo") À wx+: A... Aw's 


Comme cette expression est antisymétrique par rapport 
aux l, 


vs » ei, \ se Ae, @ get Ta, PME, À e;, ® gt 


<< <ig 
et on obtient, en rapprochant (15) et (16), les composantes 
dans B de (vAw) 
(17) 
ire. 
(vÂw) 


TMsiiMs 


_ 


—1)* wh A... A (do'*+ ai Aw") A... Aw's 


~- 


~ 


—1)""wh A. A wi ATH A wt+1 À... Aw, 


_—_ 
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Calculons maintenant chacun des termes de (9) dans la 


base {ea} de M: 


(8) GA = ay Met À At 
(49) [(DA.w).(Aw) |” 
= “(DA hit in) Aw, A... Awa 
a (q + 1) (3 ie 1)(DAYI fig Jo" A ... Awa | 
° \1=0 


pour rendre le coefficient de w À ... À w antisymétrique par 
rapport aux 1. 
D’autre part, 


(20) [(eA).(vAw) }* 
= es (7 A), 


oes = (Mh (— 1) ot A... A wi: A SA wht A... A wb, 
a = 1)! (tA)A, 2 AwtA ... Awe, 

~(q—! (tA)AL Sha" A ot À wù A... A's, 

# ss DS (A)... rot A... A wk, 

G a ! 2 2. (AF SE (A ).s.5. ot A... Aube. 


k,1=0,1,.4 


par un calcul d’antisymétrisation de type classique. Alors, _ 


dans (18) (19) et (20) les coefficients de wi À ... A wi étant 
tous antisymétriques, (9) devient 


ji . 
(21) ({VA) ht LE T1 Ven 1)(DAY, 4. GR 
=, 2-2 AP SLA" 2 


’ Uk q° 
k, 1=0,1,...9 


Proposition III, 5. — Sur un espace de repères, le tenseur. 


associé à la différentielle absolue d’une q-forme À est égal à 
l’antisymétrisé de la dérivée covariante de À dans une connexion 
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à torsion nulle; il en diffère par un terme bilinéaire par rapport 
- à la torsion et au tenseur associé à A lorsque la torsion n’est pas 
nulle, suivant la formule (21). 


Application. — Si « est une q-forme scalaire sur X, À = p*a 
est une g-forme de type identité et Vp*x = dp*« = p*da; 
de sorte que l’on obtient, en prenant les images réciproques 
des deux membres de (21) par une section locale arbitraire 
et en utilisant les notations classiques, la relation qui lie la 
différentielle extérieure d’une forme à sa dérivée covariante : 


q 
(22) (da), +. Ig “Hi à, Va, 10 +». à oo ig 
= ___A\k+l GP 
Ti, à 21) SE à Cp Ne 
k:1=0,1,...,4 
6. — Tenseur de structure d’une G-structure. 


A) Soit S une G-structure d’espace de repères H et de forme 
fondamentale w. On désigne par K (resp. KL,) le corps des 
réels (resp. le groupe L,,) si S est réelle ou le corps des com- 
plexes (resp. CL,,) si S est complexe. 

Soient y et y des H-connexions de formes 7, 7’; et 2, 2 


leurs torsions. Les tenseurs de torsion sont des tenseurs sur H 
2 


à valeurs dans P = K" @% /\ K™ et de type R(G) où KR est la 
représentation de KL,, dans P telle que 


Rl) =leA\l2 leKL, 

rm — 7 = u est une 1-forme tensorielle sur H de type adjoint 
a valeurs dans G. Supposons, si S est complexe, que G est un 
sous-espace vectoriel complexe de CL, Alors ($ 4) u a un ten- 
seur associé tu = £ sur H — dont la donnée équivaut à celle 
de u — à valeurs dans N = Ng = G @x K™ et tel que 


(4) te Eat 
£ est de type AG) où Q est la représentation de KL, dans 
% = KL, ®x K™ telle que Al) = adj1@l (Nec% est 


évidemment un sous-espace invariant par 2(G)). 
Comme % = K" @x K™ @x K™, P peut être considéré comme 


232 D. BERNARD | 
} 


le quotient de % par le sous-espace $ engendré par les éléments © 
«@fef (ceK", feK™). Soit — la projection naturelles 
% > %/) =P c@fef’>2xe@(fAf’). Dans la base canonique» 
{e,} de K™ (et les bases associées des autres espaces) — Jb seu 
traduit par | 


the > (te — ty) 
et il est évident sur les définitions que, pour tout le KL, 
(2) Re QD) = R(D ok. 
Dans une base fe, = (aj,)} de G (base sur K), les composantes | 
de u sont données d’après (1) par | 
(3) uf = Efw* 


(Ef composantes de £ dans la base «,®a' de Ng). D’après la » 
définition de la torsion ((2) § 5) il vient 


Y’ —Y = (r’ — z).0 = u.w 
= (€, ® ul). (e, ® w*) 
= (e,.e,) @ uP À w* 
= ajze; ® Efw/ À w* 


= e,® + (ai, Ef — aj,ëf) w/ À w*. 


La parenthèse étant antisymétrique en j, k, ceci donne d’après 
((13) § 4) les composantes de ¢(X’ — X) dans la base canonique : 
de P 


(4) (62 — tX)j, = aj,Ef — aj Ee. 


Comme les composantes de € dans la base canonique de % 
sont tj, = aj.ëf, (4) se traduit par 


D — 12 = bok 
ou, en appelant A la restriction de % à Ngc % 
(5) ta’ — tX = Ack 
Ng étant invariant par 2(G), (2) devient 
(6) AoQAg)= R(g)°A, geG. 


Soient Ve = A(Ne), M = Mg = P/Vé et « la projection 
naturelle P — Mc. D’après (6) Vg est invariant par R(G) de 
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sorte que la représentation R(G) passe au quotient: soit o la 
- représentation de G ainsi obtenue dans M; elle est définie par 


(8) p(g)oa = aoR(g). 


Alors d’après (6) «0t%’ = wotY est une fonction ts sur H a 
valeurs dans M (définie globalement et indépendante de la 
connexion) et telle que 


* HA = a(Bleg) lee Hg 
soit ts(z. 8) = a(R(g = .tX(z)) = e(gt).ts(z). 


ts est donc un tenseur sur H à valeurs dans M et de type p(G) 
qui ne dépend que de la structure: nous l’appelons le tenseur 
de structure de S. 

B) Soit réciproquement %, une 2-forme Mectoiella sur H 
a valeurs dans K”: est-elle la torsion &’ d’une H-connexion 
y? Supposons remplie la condition nécessaire aot, = ts 
et soit y une H-connexion arbitraire. Avec les notations pré- 
cédentes, la détermination de y’ équivaut à celle de la 1-forme 
tensorielle u = 7x’ —7x qui équivaut elle-même (prop. III, 
4, 2) à celle de son tenseur associé & à valeurs dans N. La condi- 
tion imposée à y’, X’ = %,, équivaut à >’ —Y—Y, — ¥ où 
le second membre est une 2-forme tensorielle donnée de même 
type 2”; et la condition &’— X= dX” équivaut elle-même 


d’après (5) à 

(9) Ack = tx". 

D’autre part l'hypothèse act}, = ts = aot) équivaut a 
(10) aot)” = 0. 


Soit N(H) (resp. P(H), M(H)) le fibré obtenu par modelage 
‘ame I, 2) de N (resp. P, M) sur H, G , G opérant sur sam, aint par 


G) (resp. R(G), e(G)); et soit N(H) (resp. P(H) LH) le 
ere des germes de sections de cet espace. A . st pee 
d’homomorphismes. d’espates vectoriels 

ee ee eo) 
correspond une suite exacte d’>homomorphismes de faisceaux 


RER TNT QUE S'pe” 


N(H) 4 P(H) & M(H) > 0 


| 


i 
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à laquelle correspond elle-même, puisque tous ces faisceaux. 
sont des faisceaux de germes de section d’e.f. à fibre vecto- 
rielle, la suite exacte des groupes de cohomologie 

1 


(14) 36,(X, NH) 4+ (x, PH) ax, M(H) +0: 


Les tenseurs sur H à valeurs dans N (resp. P, M) et de types 
9(G) (resp. R(G), p(G)) correspondent biunivoquement aux 
sections de N(H) (resp. P(H), M(H)) c’est-à-dire aux éléments 


—_— <r 


des groupes de cohomologie #,(X, N(H)) (resp. H,(X, P(A), 
#,(X, M(H))). Soit done s¢46,(X, N(H)) l'élément corres- 
pondant à £, © eR{X, P(H)) celui qui correspond à 42”; (9) 


et (10) équivalent respectivement a 


(12) A, (s) = 
(13) &(s) = 


La suite (11) étant exacte, l’image de À, coïncide avec le 
noyau de & et s satisfaisant à (12) existe dès que © satisfait 
à (13). Nous avons donc montré l’existence de la connexion y’. 

C) Ces calculs et démonstrations ne s’étendent pas au cas 
où, S étant complexes, G n’est pas un sous-espace vectoriel 
complexe de CL,. Si d’abord G n’admet pas de structure. 


d’algèbre de Lie complexe, les adj g (ge G) ne sont pas des’ 
automorphismes d’espace vectoriel complexe de G: et les 
formes u sur H à valeurs dans G de type adjoint n’admettent» 
pas de tenseur associé sur H (cf. § 4). Si même G admet une 
telle structure non induite par celle de CL,, l’espace G@gC™ 
des valeurs des tenseurs associé à u ne s’identifie pas à un! 
sous-espace complexe de CL, ®cC™ et la démonstration tombe 
encore en défaut. | 

On peut donc penser à procéder comme au paragraphe 4: 
soit G = G + iG; les adj g (ge G) sont des automorphismes 
d’espace vectoriel complexe de G’ et u un tenseur associé — 
à valeurs dans G’ ®,C™ < %. Les calculs de l’alinéa A) restent 
donc valables et permettent encore de définir un «tenseur 
de structure » &: mais ceux de B) ne le sont pas car £ est en 
général astreint à des conditions supplémentaires non liné- 
aires (§ 4). En fait d’ailleurs ce tenseur t, n’a aucune raison 
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de caractériser les torsions des S-connexions : soit G’ le sous- 
groupe connexe de CL,, engendré par G’ et supposons G lui- 
même connexe; alors G’ 3 G et S est subordonnée à une G’- 
structure 5’, ts n’est autre que le tenseur de structure de S’ 
de sorte qu’il caractérise les torsions des S’-connexions qui 
en général ne sont pas des S-connexions (cf. $ 8, D). 

D) Nous allons maintenant énoncer les résultats obtenus 
et en tirer les premières conséquences. 


DÉriniTioN III, 6. — Une G-structure est dite de première 
espèce sz elle est réelle ou si, étant complexe, G est un sous-groupe 
de Lie complexe de CL,,. Elle est de seconde espèce dans les autres 
cas. 

Remarquons que la condition: G sous-groupe de Lie 
complexe de CL, (c’est-à-dire l'injection G—CL,, est une 
application analytique complexe) équivaut à G sous-espace 
vectoriel de complexe CL,,. 


THéoRÈèME III, 6, 1. — Soit G un sous-groupe de Lie de L,,, 
ou un sous-groupe de Lie complexe de CL,,: K désigne le corps 
des réels dans le premier cas, le corps des complexes dans le 
second. À ce groupe est canoniquement associée une représenta- 
tion K-linéaire 9 de G dans un espace vectoriel Mg, image de 


=" K" @; À K”™ par un homomorphisme « de telle facon que 

» 19 pour toute G-structure S de première espèce se trouve 
défini un tenseur ts de type o(G) à valeurs dans Mg sur l’espace 
H des repères distingués de S: ts est le tenseur de structure 
des. 

20 la condition nécessaire et suffisante pour qu’une 2-forme 
vectorielle 2 sur H soit la torsion d’une S-connexion est 

a 


aot) = ts. 


Dans certains cas ce théoréme prend une forme plus simple, 
qui nous le verrons, contient des théorémes connus : 


- 


Taéorèmes III, 6, 2. — G satisfaisant aux mêmes hypothèses 
que dans le théoréme (III, 6, 1), supposons de plus que le sous- 
espace V = «-1(0) de P admette un supplémentaire W également 
invariant par R(G). Pour toute G-structure de première espèce 
S, et toute S-connexion, le tenseur de torsion (sur H) est la somme 


bb ES TR 
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de deux tenseurs, 12 = (t%)vy + (t2)w à valeurs respectivement, 
dans V et W: | | 

19 (t)w ne dépend pas de la connexion et s’identifie à ts 
p(G) s’identifie à la représentation induite par R(G) sur W); ‘4 

20 (tL)y ne dépend que de la connexion et peut étre choist 
arbitrairement par un choix convenable de la connexion: en 
particulier il existe toujours une S-connexion dont le tenseur de 
torsion soit exactement réduit à ts = (t2)w: | 

Dans les hypothèses de ce théorème, puisque (£2)v et 
(t2)w sont des tenseurs à valeurs dans P de type R(G), on a 
un énoncé analogue donnant une décomposition de la forme 
de torsion en somme de deux formes. D’autre part, soit 7 la 
forme de connexion d’une des connexions pour lesquelles 
(t2)y = 0; alors d’après la définition de la torsion on a glo- 
balement sur H 


dev == 2 tue) he RER w) 
(13) ou dut =—#j A wt+ > (H)ju À ut 


ou dw! = aj,w! /\ x? + + (és)j,o/ À w* 


avec les notations de A); et réciproquement, si x est une H- 
connexion et si l’on peut écrire dw sous la forme (13), ts étant 
un tenseur à valeurs dans W, t est le tenseur de structure de S. 
Dans les seules hypothèses du théorème (III, 6, 1) soit W, 
un supplémentaire de V, en général non invariant. Pour une 
H-connexion donnée de forme x, on a une décomposition 
D = (td)y + (tZ)w,; (tZ)w,(z) = C(z) étant la projection de 
ts(z) sur W, par la projection naturelle g, P/V — W,, C est une 
fonction sur H indépendante de la connexion et l’on peut 
écrire 
: | RSA eet | 
(14) dw! = — ri À w/ + 7 (2) vy, x wo! À w* + > (Che Awk, ! 
’ 
_ Comme (¢2)y(z)¢V, pour tout zeH, les équations aux 
inconnues nf(p = 1, ..., r; k = 1, ... m) 
(y = akenf —ajnf (i, j, k=1, …, m;j<k) | 
sont compatibles, et, comme elles sont à coefficients constants, 
on peut leur trouver des solutions différentiables n£(z) (uniques 


——— 
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seulement si l'application A est injective). (14) devient alors 
. puisque ti = ajeTP 


dut = a! À a(n — nat) + 5 Chu ut 
ou 


(15) D NL x onl + Cu Aw" 


soit ahaa char ah 


Dans (15) 7’ = €, @ 7x’? est une forme globale sur H mais non 
canoniquement définie; de plus ce n’est pas une forme de 
connexion sur H, sinon C serait le tenseur de torsion de cette 
connexion, contrairement à l'hypothèse que W, n’est pas 
invariant par R(G). Enfin, dès que l’on a écrit sur H des 
relations telles que (15) ot la fonction C prend ses valeurs 
dans W,, C est la projection sur W, du tenseur de structure, 
qu’elle définit donc parfaitement. 

En particulier, si l’on prend pour W, un supplémentaire 
de V engendré par un sous-ensemble de la base canonique de 
P, et si l’on désigne par t;, les coordonnées de P nulles sur W, 
et par ¢},, les autres, (15) s’écrit 


(16) dio! = oo À ajen’? + > Cjyu Ao 


Sil’on pose Fi, = oN — enh (Nh Rise bao dy... me pak) 
les indices (;,) sont caractérisés par la propriété que les 
formes linéaires F'; sont linéairement indépendantes et en 
nombre maximal: les Ci, sont les premiers invariants de la 
structure tels qu’ils ont été définis par S.S. Chern dans [9] 
pour le cas réel. Les équations (13), (15) ou (16) peuvent être 
appelées équations de structure de S. 

Soient r la dimension de G et sle rang de A. On a dim N = mr 


m?(m— 1) 
fae sta : s, inférieur ou égal à ces deux nombres, 


et dim P — 
1) 


‘ m?(m—— 
est égal au rang du système des mn 
Fi,. On peut préciser : 


formes linéaires 


CorozLaIRE III, 6, 1. — Si A est surjective, la torsion peut 
étre choisie arbitrairement; en particulier, pour toute G-structure 
S de première espèce il existe toujours une S-connexion à torsion 


Fo ES qui exiger > mim 2) 


nulle. Dans ce cas s= ape 
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CorozzairE III, 6, 2. — Si À est injective ("*), la donnée ad 


L4 


la torsion À détermine la connexion, pourvu que “oti =1s 
m(m— 1), os del 

2 ; 
plus on est dans les conditions d’application du théorème, 
(III, 6, 2) tout G-structure admet une connexion canonique 
dont le tenseur de torsion coincide avec le tenseur de structure 


(cf. 8, ex. B, E). 


CorozzaiRE III, 6, 3. — Si A est bijective, ce qui suppose 
Fe m(m — 1) 


Ceci se produit si s = mr et exige donc r < 


d’où, s’il est fermé, G est le groupe orthogonal" 


ou orthogonal spécial d’une forme quadratique non dégénérée 
définie ou indéfinie, d’après des résultats de Weyl-Cartan 
(cf. W. Klingenberg [28] — la torsion est arbitraire et 
détermine univoquement la connexion: en particulier, il y 
a une connexion canonique à torsion nulle. 


CoroLLaiRE III, 6, 4. — Pour qu’une G-structure S de pre- 
mière espèce admette une S-connexion à torsion nulle, il faut et 
suffit que le tenseur de structure soit nul. 


7. — Calculs du tenseur de structure. 


A) Structures équivalentes. — Soient S et S’ des structures 
équivalentes d’espaces de repères respectifs H et H’ = H.l, 
de groupes G et G = [-1.G.1. On considère soit S et S’ réelles — 
(leL,, K = R), soit S complexe de première espèce: alors, : 
quel qu soit leCL,, S’ est complexe de première espèce 
(K = C). 

Les différents espaces et applications sont notés comme au 
§ 6, avec un indice s’ils dépendent de S ou G (N’ = Nw...). 
Alors 


N’ = G'@x K™ = [7G.1@, K™ = 9(I")N 
et V' = LIN’) = Jo Q(I-1)(N) = R(I-) LIN) = R(IA)V 
de sorte que 


(2*) Dans le cas réel, cette hypothèse équivaut à celle-ci: 4er groupe déduit de 
G = identité (S. S. Chern [9]) ou G de type fini de degré 2 (P. Libermann). Cette 
remarque contient donc un théorème de P. Libermann dans [21]. C'est aussi la 
propriété (C) de Chern dans [10]. 
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a) comme rang de À = dim V, on a rang de A = rang 
de A’ et les deux structures sont dans la même situation pour 
les corollaires du § 6. 

b) Yautomorphisme R(I-1) de P passe aux quotients, don- 
nant un isomorphisme p(l-1): M = P/V + M’ = P/V’ tel que 
“a! o RI) = (I) oa. 

- Soit y une S-connexion et Ÿ la connexion linéaire (resp. 
linéaire complexe) extension de y: Ÿ est aussi l’extension 
- d’une S’-connexion y’ (invariance du champ de connexion par 
- translations à droite) et, si Z et Ÿ’ sont les torsions (sur H 
met Ii’) de y et y’: 

td’(z.l) = R(I-)tX(z) (ze H) 


d’où 

(2.1) = a! ot’ (z.1) = a! oR(1-)tX'(z) = pr) oat (7) = p (I) ts(z). 
On a donc entre les deux tenseurs de structure la relation 
(4) Dites = p(I-)ts. 


En particulier, si S’ est une structure associée 4S, 1 = ne N(G) 
(resp. N°(G)); G’ = G entraîne M’ = M, a’ = a et p(n-) est 
. l’automorphisme de M défini par 


(2) aoR(n-) = p(n) oa 
) 


p est une représentation de N(G) dans M dont la restriction 


a Gc N(G) est p. 


B) Structures subordonnées. — Soit avec les mémes nota- 
tions, S subordonnée a S’. Alors GcG’ entraîne Nc N’ et 
V = W(N) © V’ = .0(N’) de sorte que 

a) si A est surjective, A’ l’est aussi; | | 

b) si A’ est injective, A l’est aussi: c’est-à-dire que, st pour 
une G-structure la torsion détermine la connexion il en est de 
même pour les structures subordonnées. 

Les inclusions VcV’cP entraînent Jexistence d’une 
projection a,:P/V—>P/V’ telle que aoa = a et que 
ao p(g) = p'(g)° a’ (g € G). Soient à l'injection H—H (H cH i 
y une H-connexion de forme 7 et y’ son extension à H’, de 
forme 7’. Alors w = i*w’ et x — ir’ entraînent 2 = 1*d’ et 
t= it), d’où, puisque ts = woth 


a, ofg = mogotD =a’ ott’ = i*a’ otd 
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soit | | 
(2) cts = L'Île 

ty étant déterminé par sa restriction its à H’, (2) définit ts. 
Cependant, si S est la plus grande structure subordonnée 

commune a S’ et S” (H = H’n H”), N = N’n N° mais, comme 

en général o(N’ n N”) &.0(N) n L(N'), les tenseurs de structure 

de S’ et S” ne suffisent pas en général à déterminer celui de S 


(cf. 8, E). 


C) Calcul local. — Soient Uc X, s une section locale dis- 
tinguée et Ou le corepère dual sur U. Le champ des plans 
tangents à l’image de la section s et de leurs translatés à droite, 
par G détermine sur Hy une connexion; celle-ci peut étre étendue 
en une connexion sur H de forme tr. Dans cette connexion 


2 = dw + r.w 


s*) = s*dw + s*x.s*w = dby 
puisque, par définition, s*t = 0; on a donc les composantes 


kV\\i 1 
(3) (F2) = dy = > (Cu) 00 À Ov. 


où les (Cu), antisymétriques en j, k, déterminent une appli- — 
cation Cy: U — P. D’autre part, de & = (éd). À w on déduit . 


(4) sSa(sd).Aby où ("DS à (D) A 08. À 


La comparaison de (3) et (4) donne enfin 


s*ts = s*(aotD) = ast = @.Cy 


d’où 
Proposition III, 7. — 6p étant un corepère distingué sur U, | 
l'expression de ts dans le repère dual s’obtient ainsi: 


(ts)u = &@. Co 


où Cy: UP est l'application définie par doi, = + (Cu)04 À 64, 


Corotrarre III, 7. — Une G-structure intégrable a un tenseur 
de structure nul. 
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La réciproque, fausse en général (cf. 8, B), est vraie dans de. 
nombreux cas (cf.8 C, D, F et ch. IV, § 3). Aussi poserons-nous 


_Dérinition III, 7. — Une G-structure est dite presque 
intégrable si son tenseur de structure est nul. 


8. — Applications. Exemples. 


A) Soit X = G/H un espace homogène réductif. Sa con- 
nexion de Cartan (2°) détermine pour chacune des H,,-structures 
5 définies dans la proposition (III, 1) une connexion à torsion 
nulle: ces structures ont donc un tenseur de structure nul. 

B) O(m)-structures réelles. (K = R) G est la sous-algébre 
des ‘matrices (Aj) e L, telles que A; ar Ai = 0; N est donc le 
sous-espace des ¢ e % de coordonnées ti, telles que ti, + #, = 0. 
Comme d’autre part 


dim G = 4), dim N 208 re D à aad 


“et, pour montrer que A est bijective, il suffit de montrer 
que A-1(O) = 0. Or, le système d’équations définissant A-1(0) : 


tt = 9, dy — ty = 


est cramérien (cf. calcul des symboles de PAU à et 
A (0) = 0. Conséquences : 

a) M = 0; toute O(m)-structure S admet une S-connexion 
canonique à ‘torsion nulle : la connexion riemannienne. De plus 
(§ 6, B) pour tout groupe G’>0(m) on a encore M’=0: 
Sainsi-pour G = L,, .. 

b) Tout sous-groupe fermé G’c 0(m) étant compact, le sous- 
espace V& c P invariant par &(G’) admet un supplémentaire 
W également invariant et le théoréme (III, 6, 2) s’applique 
aux G’-structures réelles S’: en particulier, il y a une S’-con- 
nexion dont la torsion coincide avec le tenseur de structure 
de S’; et comme A’ est comme A, injective cette connexion 
est unique. 


(22) A. Lichnerowicz [23] § 37. 
16 
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Proposition III, 8, 1. — Pour toute G’-structure S'subordonnées 
à une structure riemannienne, il existe une S’-connexion’ 
canonique dont la torsion coincide avec le tenseur de struc- 
ture. Pour que le tenseur de structure soit nul il faut et suffit 
que cette connexion canonique coincide avec la connexion 
riemannienne. 

C) Soit S une structure presque produit réel (K = R) ou 
complexe (K = C) G= KL(n,, n,). Utilisons les indices a, 
Bye 1, 2,5 Ty et 4, By Ty on = fy 
En notant {e,} (resp. ff/}) la base de K” (resp. la base duale) 


G est l’algébre des matrices sur K | 
KT | 


(6 ty | 

O B | 

et a pour base {ef = e, @ f*; ef: =e, @ f*}; d’où une base de N 
(a @freft ee @fP Of, ew Of" fT, Sfr Sfr}; 

puis de V = A(N) 

fe, @fF A f(B<y), e OFF A fr, eg ® f* A fT, ew BP AfT(B<Y)}" 


V a donc le supplémentaire W, également invariant par G de 
base 


fe. Of" AÎT(B <y’), ea @ FFA f(B<y)} 


ts est donc le tenseur déterminé par les seules composantes toys 
ia du tenseur de torsion de n'importe quelle S-connexion. 
ans une connexion dont la torsion se réduit à ¢s on a d’après. 


((13) § 6) 


dut = — ng Aw + ty of AT | 
do = — nf À wh + +t w8 A? 
d’ou | | 
Pad a — 1 a cy : 
“ w* S=9 Hy wr À wY (mod. wf) 


ph hit 
| dw* = eRe? A wT:(mod. wf') 


ce qui permet d'identifier notre tenseur de structure au «tenseur 
de torsion de la structure presque produit» défini par 
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. G. Legrand [18] et les résultats du $ 6 contiennent certains 
de ses résultats. 

D) Soit maintenant une structure presque complexe J (nota- 
tions: § 1) (m— 2n)CL? n’est pas un sous-groupe de Lie 
complexe de CL,, et notre théorie ne s’applique pas à la CL?- 
structure complexe S qui détermine J. On voit facilement que 
CL, + iCLi = CL (n, n) et comme CL (n, n) est connexe, la 
plus petite structure de premiére espéce A laquelle S soit 
subordonnée est la structure presque produit complexe 
qu’elle détermine. Or, dans E®(X), (1) devient 


dut = + they" À wi" (mod. wf) 


(2) Tt A, 
dw® = tof À wt (mod. wf*) 

relation qui caractérise la « torsion presque complexe ». Celle-ci 
s’identifie donc au tenseur de structure de la r-structure 
définie par 4. 

Il est cependant évident que la seule condition T£... = tj+s, 

éy = gy ne suffit pas à caractériser les tenseurs T à valeurs 
dans P qui sont les torsions d’une connexion presque complexe. 
Mais nous allons voir que, dans ce cas très particulier, les condi- 
tions supplémentaires mentionnées au § 6, C) s’expriment 
simplement. 

Soient les indices 1, 7, k = 1, 2, ..., 2n et les composantes 
mi (dans la base canonique de CL,,) d’une S’-connexion 7: 
d’après la définition de CL, 7g. = ng" = 0 et nf: = 7g. Comme 
d’autre part, &* = w*, on a pour la torsion 

22 = dw* + xg À we et LE = do + ré A we” = dt; 
Une premiére condition pour qu’une 2-forme vectorielle sur 
Et(X) de composantes »' soit la torsion d’une S-connexion 
est donc: ¥** = X*. Les formes qui y satisfont sont déter- 
minées biunivoquement par les 2-forme 2 sur E?(X) à valeurs 
dans C” de type vectoriel (CL? opérant sur C” par le groupe 
isomorphe CL,) dont les composantes sont Sa — 3e, td est 


à valeurs dans P, = C'@ À (C2")* (coordonnées tf) et de type 
RA(CLY). 
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D'autre part, si l’on compare les torsions de deux connexions, — 
il vient Ÿ2—Y4 = ut A w où les 1-forme uj sont les composantes \ 
de u= 7’ —# dans la base de CL,,. Les seules formes ug — 
déterminent u puisque uf. = ug" = 0, ug = ug : elles constituent 
aussi les composantes d’une 1-forme à à valeurs dans CL, et, 
de type adjoint qui, elle, admet un tenseur associé À sur H 
à valeurs dans N,—=CL,@ C?"—C'@C"@(C?" et de type. 
9,(CL?). Et l’on a #@=A.w soit ug = ÀAf;ut + AGO". | 
Si %, = C'® C?" @ C?"", N, s’identifie au sous-espace vectoriel 
complexe de %b,, Ag+» = 0. On a encore une projection —,, 
MP (>t —t%) et la relation de commutation 


Mb, 0 9,(g) = R,(g)ob,. Alors 
(3) De — Xe = (Ag yo" +- Aero") AY of 


= 5 (fs — Auf À ot — roi A ur, 


qui s’écrit encore ay —D= A,oA(A, restriction de b, a N,). 
On voit donc que la théorie se développe comme au § 6, réci- 
proque comprise. De plus V, = A(N,) est le sous-espace de 
P, d’équation #f.;. — 0 qui admet le supplémentaire invariant 
W d'équations tj, = 14. — 0. Ainsi se trouve établie : 


Proposition III, 8, 2. — Le tenseur de « torsion presque 
complexe » t d’une structure presque complexe n’est autre que 
le tenseur de structure de la x-structure qu’elle détermine. Pour * 
qu'une 2-forme vectorielle 2 sur l’espace E'(X) des repères « 
complexes adaptés soit la torsion d’une connexion presque complexe, — 
il faut et suffit qu’elle satisfasse aux deux conditions: 


40 (12) Gey» = tay, 
20 >=" Gen ye, 


On aurait pu, en utilisant l’espace des repères réels E*(X) 
obtenir cette proposition par simple application du théorème 
(III, 6, 2): il nous a semblé plus intéressant de mettre en évi- 
dence d’une part, les particularités d’une structure presque 
complexe parmi les G-structures complexes, d’autre part 
le genre de difficultés que l’on rencontre pour les G-structures 
complexes de seconde espèce. 

E) Pour une structure presque hermitienne définie par son 
espace de repères complexes adaptés e’(X) c E°(X) (notations 
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du $ 3) on est dans une situation analogue, En conservant 
les notations de l’alinéa précédent, les composantes de à 


sont astreintes à la condition supplémentaire ug + uf =0, 


et celles de À à fy + NE = = 0 (y + = 0). On a done 
d’après (3) : 


wees Ya — et + 


sans entrer dans les détails, on voit que le sous-espace inva- 


. Ca FRS 
riant V, de P, dans lequel {2 — td prend ses valeurs a pour 
équations 


EBay = 0, té = te 5 = tha 
qui admet le supplémentaire également invariant W d’équa- 


tion #67: — 0. Alors, pour toute connexion sur e’(X), la 
torsion = 


(de 2e > aÿywf /\ wt + af ao? Ao + ¥ dead" Aa 


admet la décomposition 


(6) B= (Dw + Oy, 
ou 
(6), Le = mais — al — aë.-)wf À wt + Feat Ao 
(24), = 3 (a ab nook A at + aby? À oF", 


Comme de plus, en passant aux repères réels de ¢*(X), 
on peut appliquer la proposition (III, 8, 1), on voit que l’on 
a retrouvé l’existence de la deuxième connexion canonique 
d’une structure presque hermitienne — unique connexion 
presque hermitienne dont le tenseur de torsion ne comprenne 
que des termes de type (2; 0) et (0, 2) — et l’on peut énoncer 
plus précisément : 


Proposition III, 8, 3(). — Le tenseur de structure d’une 
structure presque hermitienne s "identi fie au tenseur de torsion 
de la deuxième connexion canonique. Pour qu'une 2-forme 


(2) Cf. A. Lichnerowicz [22] § 112, 114 et S. S. Chern [10] et W. Klingenberg [28]. 
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vectorielle (4) soit la torsion d’une connexion presque hermitienne, 


en 
= 


cé 


il faut et suffit que dans la décomposition (5), le terme (6) coin- « 
cide avec la torsion de la deuxième connexion canonique de la — 
structure, Une variété presque hermitienne presque intégrable est 


Kählerienne. 
On sait en effet que cette dernière propriété équivaut à la 


coïncidence de la deuxième connexion canonique et de la : 


connexion riemannienne. 
F) Soit G le groupe indiqué par S.S. Chern dans [9] des 


matrices réelles 


‘aL où 
(7) val Ov, Q°'} (u > 0) 
0 01 


dim X = 3; soient les indices i, 7, k = 1, 2, 3. G est la sous- 

algèbre de L, d'équations Aj = Aj = 0 et N—G@R" le 

sous-espace de % d’ équations Ex = = 1, 0.NV,= A(N) estile 

sous-espace de P d’ équations Si; = 0; le sous- espace supplé- 

mentaire W, d’ équations ot eae 0 n’est pas invariant par 
R(G). Pour ge G et se W,, il vient 


(R(g)s)fs = gtsx(8 "Xi (8?) 

= 878:3(8~*)s (877) — gisa(8 7) (87) = Bias 
c’est-à-dire que, si l’on identifie W, à R° en posant A‘ = si,, 
la représentation quotient p dans W, n’est autre que la repré- 
sentation de G comme groupe linéaire de R®: le tenseur de 
structure est donc un champ de vecteurs. 


CHAPITRE IV 


AUTOMORPHISMES D’UNE G-STRUCTURE 


4. — Automorphismes locaux. 


A) Image et image réciproque dune G-structure. — Soient 
X et X’ des variétés différentiables de méme dimension m, 
E et E’ (resp. ES et E’°) leurs espaces de repères réels (resp. 
complexes). Si & est une application régulière (partout de 
rang m) de X dans X’, son application linéaire tangente au 
point x, k.,, est un isomorphisme de T, sur T,,, (resp. T? sur Ti). 


Pour ze E, (resp. ES), 
(1) .(z) = 29% 


est donc un isomorphisme de R” sur T,,, (resp. C” sur Tiiz) et 
&(z) € Ex (resp. E£). Ainsi & est une application de E dans 
E’ (resp. ES dans E’®), et l’on voit immédiatement d’après (1) : 


(2) B(z.g) = &(2).8 gel» (resp. CL,) 

(3) Prob = [4° DE 
c’est-à-dire que & est une L,-représentation de E dans E’ 
(resp. CL,,-représentation de E® dans E’°) (ch. I, § 3): @ est 
le prolongement de v. à E (resp. E°). 

Soit 6’ (resp. 6) la forme fondamentale de E’ (resp. E) : 
QUE G, >) = (6, 2G, ); BG, étant tangent à E’ au point {(z) 
il vient d’après (1) et (3) 

SRG) (BUS Pr (BE) 
= [poz] ope pr(©,) = 2 pr(@ Ze = (0, 6,) soit 
(4) 0" aay; | | 
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Réciproquement (4) caractérise les représentations f de E 


dans E’ qui sont le prolongement d’une application » de X 


dans X’. 


| 
| 


Soit une G-structure S(G, H) sur X. L'image G(H) n’est 


pas en général un s.e.f.p. parce que, si u(x) = (2), 
&H,, n &H,, — 9 en général. Il en est toutefois ainsi d’après la 


proposition (I, 5, 2) si est un homéomorphisme de X sur 


X’. En effet: 
1) &(H,) = &(z.G) = &(2).G si ze H,, «= pzeX; 


2) Si o est une section locale de H sur V, o’ = pogo 


est une section locale de &(H) sur u(V), différentiable car & 


et u1 le sont dans nos hypothèses. 


&(H) détermine alors une G-structure S’ sur X’ qui est” 
l’image de S par Vhoméomorphisme uw. On notera S’ = u.S. — 
u étant toujours régulière, mais pas nécessairement un « 


homéomorphisme, soit maintenant donnée une G-structure 


S’(G, H’) sur X’. L'ensemble H = ea H, ot 
rex 


(5) H, = (jie)? H' (te X) 


(&, désigne la restriction à H, de &) est une G-s.e.f.p. diffé- 
rentiable d’après la proposition (I, 5, 2) car 

1) H, = z,.G si z, e H, d’après (2); 

2) Si o’ est une section différentiable de H’ au-dessus de 
U, 5=(&,) toc'ou est une section locale différentiable de E 
à valeurs dans H (il suffit de remarquer que uv. est localement 
un homéomorphisme). H est l’image réciproque de H’ par uz, 
et il détermine une G-structure S image réciproque de S' par u.. 
On notera S = u*S’ et H= u*H', H s’identifie d’ailleurs à 
l’image réciproque de H’ au sens de la théorie des espaces 
fibrés. Ainsi, en particulier, tout revêtement d’un espace X 
muni d’une G-structure est muni canoniquement d’une G- 
structure image réciproque. Si Gy est la restriction de & à H, 
À ten une représentation de H = u*H’ sur H’ et de (4) l’on 

éduit : 


(5) fio’ =o. 


De (5) découle enfin que, sur si S’ est déterminée par 
{Vas da} où {V.} est un recouvrement ouvert de X muni des 
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corepères distingués 9,, S = u*S’ est la G-structure sur X 
. déterminée par fu-1(V,), m*0,}. 

Lorsque y. est un homéomorphisme, les relations S’ = u.S 
et S—u"S" sont équivalentes et la remarque précédente 
permet de déterminer S’. 

B) Soient X et X’ munis de G-structures S et S’: un iso- 
morphisme de S sur S' est un homéomorphisme différentiable 
régulier & de X sur X’ tel que uS = S’. 

Un automorphisme de S est un isomorphisme de S sur ‘elle- 
méme. 

Si U est un ouvert de X, Hy est un G-s.e.f.p. de Ey et définit 
la G-structure Sy induite par S sur U (Sy = i*S, si i est l’appli- 
cation identique U — X). Un isomorphisme local de S sur S’, 
- de source U et de but V (U ouvert de X, V ouvert de X’) 
est un isomorphisme de Sy sur Sy. Deux G-structures S et S’ 
sont localement isomorphes si, pour tout couple ze X, 2’ « X’, 
il existe un isomorphisme local de S sur S’ dont la source 
contient x et le but 2’. 

On définit de même un automorphisme local de S. L’ ensemble 
[(S) des automorphismes locaux de S constitue un pseudo- 
groupe de transformations de X (*). 

Rappelons enfin (*) que S est dite localement homogène si 
['(S) opère transitivement sur X, tsotrope si le prolongement 


Î de ['(S) opère transitivement sur chaque fibre H, de H. 


Elle est donc localement homogène et isotrope si [ opère 
transitivement sur tout H: nous dirons par abus de langage 
que S est transitive. 

Un pseudogroupe de Lie transitif du premier ordre peut étre 
défini (*) comme le pseudogroupe l(S) des automorphismes 
locaux d’une G-structure réelle transitive — ou, plus restric- 
tivement (*) comme le pseudogroupe ['cI'(S) des automor- 
phismes locaux analytiques d’une G-structure réelle 5S elle-même 
analytique. Nous adopterons plutôt la première définition, 
étant entendu que certaines réciproques ne sont acquises 
que lorsque les données sont analytiques. 


(22) Pour la définition d'un pseudogroupe de transformations, voir C. Ehresmann 
ou S. S. Chern [9]. | 

(25) P. Libermann [19]. 

(24) Y. Matsushima [24]. 

(25) C. Ehreshmann [14] et P. Libermann [19]. 
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C) G-structures transitives. 


chere 


Proposition IV, 1, 1: Une G-structure complexe transitive 
est équivalente au réel. 

Soit f le prolongement d’un homéomorphisme local diffé- 
rentiable et régulier f de X. Siz=2.l, z,¢E leCL,, alors 


~ ~ 


f(z) =f (z).l où f(z) e E: c’est-à-dire que, si ze E.l, f(z) e EL 
Soient S transitive, z, e H fixé et ze H arbitraire: il existe 
feT(S) tel que f(z) =z donc si ze El, zeE.l et HeE.L. 
Ceci équivaut à H.{1CcE et établit la proposition. 

Or, soient S’ équivalente à S(H’=H.l) et mel(S); 
&(Hy) = Hy et Hy = Hy.l entraînent 


&(H5) = @(Ho).l = Hy.l = Hy 
c’est-à-dire ue ['(S’). Donc 


Proposition IV, 1, 2. — Deux structures équivalentes admet- 
tent les mémes automorphismes, elles sont en particulier, simul- 
tanément transitives. | 

On pourra dire qu’une C-structure J est transitive si une 
G-structure Se (GeC) est transitive, cette propriété étant 
indépendante du représentant S choisi. 

Il découle de la proposition (IV, 1, 1) que les automor- 
phismes d’une G-structure complexe transitive sont ceux 
d’une G-structure réelle. De ce point de vue l'introduction: 
des G-structures complexes n’apporte rien de nouveau et, 
dans la suite, une G-structure transitive pourra toujours être: 
supposée réelle. 

La proposition (IV, 1, 2) admet les réciproques partielles: 
suivantes : | 


THÉORÈME IV, 4 (*). — Soient une G-structure S et une G'- 
structure S’ admettant les mêmes automorphismes locaux: à) 
st S est transitive, elle est subordonnée à S’ au sens large et par 
conséquent G est conjugué d’un sous-groupe de G’; b) si de plus 
5’ est aussi transitive, alors S’ et S sont équivalentes ; c) 3. GS 
S’ est associée à S. 

En effet: a) Soient z, z, e H (espace des repères distingués 
de S); il existe ge l'(S) tel que &(z) =z, et le CL, tel que 

(8) D. Bernard [4]. | 
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x —z.leH'. Comme cel(S'), 6(z') = G(z).l=2,.leH’: 


Ainsi, quel que soit z, e H, z,.leH’, c’est-à-dire 
(6) H' 2H. 


S est subordonnée à 8’ au sens large et ceci implique 
Bal :1.G,lI, 

b) Si S’ est aussi transitive on déduit de a) H>H’./- 
qui rapproché de (6) fournit H’ = H./ et G’ = /.G.1. 

c) Si G'=G sans supposer S’ transitive, (6) implique 
Gsl.G.1 d’où le N(G) et S’ est associée a H. 

Ce théorème montre en particulier que, si I’ est un pseudo- 
groupe de Lie du premier ordre, toutes les G-structures à l’aide 
desquelles il peut être défini sont équivalentes, où encore, les 
pseudogroupes de Lie du premier ordre correspondent biuni- 
voquement aux C-structures transitives. 


2. — Propriétés relatives au tenseur de structure. 


A) Soient S(G, H) une G-structure sur X, uv une application 
régulière de X’ dans X et S’ = S'(G, H’) l’image réciproque 
de S par p. Notons encore & la restriction de & à H’: c’est 
une G- “représentation de H’ dans H et si x est une forme de 
connexion sur H, &*x = 7’ est (ch. II, § 4) une forme de 
connexion sur H’, Soient w et w’ les formes fondamentales 


de H et H’; avec des notations qui sont claires 
- Y=doa+t.w 
YL’ = dw’ + x’.w’ = d(i"w) + (&*7).(&'w) 

d’après ((4); § 1) soit 

(1) PTE 

En passant aux tenseurs associés (1) devient 
(2. À of = p°((2). À v ) 
soit | | $ | 
(2). À of = (GD). À Go = (G2). À w! 
ce qui équivaut à | 


(2 où = fie. 
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Enfin, « étant (ch. III, § 6) la projection de P sur M, 1 
ty = ot’ = «. OND —p"(a.12) = Dés. 


Proposition IV, 2, 1. — Si S’ est l’image réciproque de S 
par p, son tenseur de structure ts, est l’image réciproque de ts 
par LL: : 

(3) luss => D Mess 


Si l’on applique cette proposition aux automorphismes 
locaux d’une G-structure S, on voit que si S est isotrope en 
a, ts est constant sur H,,; st S est transitive, ts est constant 
sur H. 


Dérrnition IV, 2, 1. — Une G-structure S est dite presque 
transitive, si elle a un tenseur de structure constant (*). | 


B) G-structures presque transitives. Conditions de Cartan. — 
S étant presque transitive la valeur constante ¢ de fs n est 
pas quelconque dans M: en particulier, ts étant un tenseur 
de type p(G), ¢ doit être invariant par p(G). 


Exemple. — Soit S une m-structure avec les notations de 

(ch. III, § 7, C) ona 
(e(g)t) fy = gt (g Eg, geG. 

Si l’on prend g tel que g% = 10%, 2% = 0%, il vient 
(o(g)é) tx = Adgty,. La condition p(g)t —t exige donc Ne = hye 
seal que soit À d’où t = 0: une «-structure presque transitive 
est nécessairement presque intégrable (d’où intégrable). Ce résultat: 
penis en particulier aux structures presque complexes 
(cf. [9)). 

Cette dernière condition n’est pas encore suffisante : des 
conditions nécessaires — et dans certains cas suffisantes, — 
pour que te M soit la valeur du tenseur de structure d’une G- 
structure presque transitive ont été déterminées par E. 
Cartan ([6] et [7]). Nous allons les rappeler brièvement puis 
les interpréter. | 

Soit W, un supplémentaire de V: les cj,, composantes dans 
la base de P de la projection naturelle c = q (ts) de ts sur W, 
(ch. ITI, § 6, D) sont ici constantes. Nous avons vu qu "il ise 


(?) Ces structures sont appelées intégrables par S. S. Chews [9] ou Y. Matsushima 
[24], ainsi que par l’auteur dans [2] et [5]. 
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des formes x’? sur H satisfaisant aux équations de structure 


“((15) ch. IIT, § 6) soit 
(4) dest = aio À 7°? + + sachin oh 


Les formes x’? constituent avec les w une base \de 6* en 
tout point ze H; on a donc: 


i an? = ain? AT + ufins À wi + = gf oo! /\ oy! 


2 
pu. yo. = — yf,, ub, tes = — »§, sont des fonctions sur H. Par 
différentiation extérieure de (4), d (dw') = 0 donne 
(6) As — Gear = ia Vraie 
(C,) ein + MC) cB me = Ging Ue — Alim 


(C,) ChkCim He opie, ChmCkt = — Din Pin ete Dip nk ar Gino Pte 


La relation (6) n’étant autre que |e, e,] = yf.e,, ces premières 
équations sont toujours compatibles, les y§, étant les constantes 
de structure du groupe de Lie G dans la base fe, À. 


Dérinirion IV, 2, 2. — Nous dirons que te M satisfait aux 
conditions de Cartan relativement au groupe G, si, pour une 
base &, = (ai,) de G les relations (C,) et (C,) sont compatibles, 
les ci, étant les composantes de c = q(t). 

Il est évident que la compatibilité de (C,) et (C,) ne dépend 
pas de la base § CE 

Une condition nécessaire pour que t soit le tenseur de struc- 
ture d’une structure presque transitive, nous l’avons vu, est 
o(G)t = t d’où, si À e G, 6(A)t = 0; soit, comme t = «.c 

(7) p(A)ja.c = 0 AeG, 

Comme «oR(g) = p(g)oa(geG) ona aussi œoR(À) = 6(A)oa 
et (7) équivaut à aR(A)c = 0 c’est-à-dire R(A)ce V. Comme 
V = A(N) cette condition s’exprime ainsi: il existe ¢N 
tel que | 

(8) R()c = A6). 

Or, (R(A)c)in = Xe — nd — Ch = Nein + Mem + Mache 
et (8) s’écrit : 

(9) Aicln + Nein + Aen = Gingd? — Aicbin 
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de sorte que les équations (C,) ne sont autres que cette condi- 
tion (9) appliquée à tous les éléments €, de la base de G: 
(C,) exprime done que £(A)t=0 pour tout À e G. Cette inters 
prétation n’est pas essentiellement différente de celle donnée 
par E. Cartan dans [6], § 36 mais elle s’exprime plus simple 
ment grâce à la notion de tenseur de structure. | 

Soit maintenant Q la courbure d’une S-connexion. C’est: 
une 2-forme tensorielle à valeur dans G, et si R—1Q est son 


{ 2 
tenseur associé à valeur dans G@ A Rj, on a 


gum /w, 


Les composantes 2° de Q dans fef} sont donc 


Or = + Rio! À w" 
(Rf, composantes de R) et l’on en déduit, puisque Q = ¢, @ Qe, 
les composantes de Q dans la base canonique de L,,: 


(10) Qi = ai,QP = + di, Ro! À w”, 


Soit toujours S une G-structure transitive, plaçons-nous 
dans le cas où W, est invariant par R(G) de sorte qu'il existe 
(th. III, 6, 2) une S-connexion y telle que ty = ts (= cons- 
tante). Dans cette connexion cherchons la forme explicite” 
de l'identité de Bianchi | | 


(11) Vi = Q.w. 
Les deux membres de (11) sont des 3-formes tensorielles 


dont il s’agit de calculer les tenseurs associés. 
Pour le second membre il vient 


(Q.w) = Qi A ot = > aipRinwo' À ©" À wo | 


: a 4 À 
Si 31 (aie Rin + ai, Rx + he Riu) w* À w! A w™ 
soit | 


(12) ((Q.))lim = aif + aj, RE, + ai Rf. 


Pour le premier membre, {VX est donné par la proposition 
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(III), 5). Toutefois, la formule (21) se simplifie puisque, 
12 étant constant, DY = :Vt¥ = 0. Les composantes de ti = ts 


étant toujours notées ci,, on a aussi Cy = #25}; et la 
formule (21) donne 
(13) (tVX)kim = Chitin + ChChk + cinch 


de sorte que l’identité de Bianchi (11) s’écrit 
ChxCim + Citas + Ch Cha == Gig Rin à ie do Rx En ain Rit 
ce qui montre que les équations (C,) sont nécessairement 


compatibles en Vf, et admettent la solution Vf, = Rf. 
Nous énoncerons. 


Proposition IV, 2, 2. — La condition de Cartan (C,) exprime 
Vinvariance de t par 6(G) et peut s’écrire 6(e,).t=0. La 
condition (C,), dans les hypothéses du théoréme QT, 6, 2), est 
la simple traduction en termes de tenseurs associés de l'identité 


de Bianchi. 


3. — G-Structures analytiques involutives eal 


A) Soient S(G, H) une G-structure analytique presque tran- 
sitive et u un automorphisme local de S, de source U et de 
but V, U étant restreint de façon à être muni de sections 
locales. & désignant le prolongement de à a H, wy et wy les 
restrictions de w à Hy et Hy, on a d’après ((5), §1) &'wv = wu. 
Soit c une section U — Hy et f l’application U — Hy X Hy 
æ— (o(x), &(o(x))). Alors 


Fou — wy) = d'ou — Roy = “(ou — E'wy) = 0 
f définit donc une variété intégrale du système de Pfaff 
(1) wy = wy ou OSE SOY (EE 1220 TR), 


variété intégrale à m dimensions « n’introduisant aucune rela- 
tion entre les wi» (ou « à variables indépendantes 2» coor- 
données locales de x). 

Inversement une telle variété intégrale s’identifie à une 


_ (?8) Nous ne rappellerons pas la théorie des systèmes différentiels en involution 
_ renvoyant le lecteur à [6], [8] et [9]. 
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application f:. U— Hu X Hy; «= (a(2), g(x)) telle ques 
f*(wu — wv) = 0; celle-ci définit elle-même une applications 
u: UV, u = peg dont on vérifie facilement que c’est un. 
automorphisme local de S. | | 
Le système (1) se ferme en ajoutant les équations 
dws = dw 

soit, d’après (15) (ch. III, § 6) et l'hypothèse de presque tran- 
sitivité ets 2a 


Wid ase. (pa, qu it 
ail À TE + cio À wh = ajpwy AY + > eno A of 


2 2 
équations qui, compte tenu de (1) s’écrivent 
(2) — aiowy À (n¥ — ty) = 0. 


Les critères d’involution montrent que l’involution du 
système fermé (1), (2) par rapport aux variables indépendantes , 
x', … æ" ne dépend que des coefficients aj, — et même qu’elle 
ne dépend que de G et non du choix particulier de la base 
e, = (ai): lorsque ces conditions sont réalisées, G est dit 
involutif. Une G-structure S est involutive si G est imvolutif. 

On peut alors donner du 3® théorème fondamental de 
E. Cartan l’énoncé suivant : 


Proposition IV, 3, 1 (E. Cartan). — Si G est involutif, les 
conditions de Cartan sont suffisantes pour qu’il existe une 
G-structure analytique presque transitive de tenseur de structure t. 

On peut d’ailleurs voir sur les critères que, si G est involutif, : 
ses conjugués dans L,, le sont aussi de sorte que l’on peut 
parler de C-structures involutives — où de pseudogroupes de 
Lie involutifs. | 


B) Lemme IV, 3. — G étant involutif, si S et S' sont deux 
G-structures analytiques presque intégrables telles que ts = ts, 
il existe un isomorphisme local de S sur S' appliquant un repère 
distingué arbitraire z de S sur un repère distingué arbitraire 
z' de S'. En particulier, ces structures sont localement isomorphes. 

En effet, en gardant les notations de A, la détermination 
d'un tel isomorphisme local x, revient à celle d’une variété 
intégrale «de dimension m à variables indépendantes 2!» 
du système fermé (1), (2) passant par le couple (z, 2’). Ce 


AOS 
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système étant en involution par rapport aux 2‘, comme il 
n'a pas d'équations finies, tout couple (z, z')e Hy x Hy est 
un point intégral — et comme le système des formes wi; — wi, 
est partout de rang m, c’est un point intégral régulier : et ceci 


suffit à affirmer l’existence de notre variété intégrale. On en 
déduit : 


TutorEme IV, 3 (*). — Si G est involutif, une G-structure 
analytique S presque transitive est transitive, presque intégrable 
est intégrable. 

- La première affirmation est une conséquence immédiate 
du lemme. Soit d’autre part S presque intégrable. Sur R” 
la G-structure S’ définie par le s.e.f.p. H’={R,.G}, yeR" 
ou R, est le repère naturel en y des coordonnées canoniques 
y', est intégrable et analytique. Comme ts = ts = 0, le lemme 
montre que, pour tout ze X, il existe un isomorphisme local 
f: UcX+VcR", ot zeU. Alors, le corepère dy = {dy} 
étant distingué pour 5S’, le corepère 0 = f*dy est distingué 
pour 5S. Ses composantes sont 0! = f*dy' = d(f*y') = dz. 
f étant un homéomorphisme différentiable régulier, les fonc- 
tions z = f*y' sont des coordonnées locales sur U: 0 est donc 


“un corepére naturel de coordonnées locales distingué pour 


5, qui est donc intégrable. 

Tous les cas d’intégrabilité de G-structures analytiques 
presque intégrables rencontrées jusqu’ici rentrent dans l’appli- 
cation de ce théorème, leur groupe étant involutif : structures 


- presque produit, presque complexes, exemple F) ch. III, § 8, 
structures presque symplectiques (°°). 


C) Pseudogroupes de Lie localement semblables (*'). — Soit 


 L le sous-espace des te M qui satisfont aux conditions de 


Cartan pour un certain groupe GcL,. Si S est presque tran- 
sitive, d’après la formule ((1) ch. III, $7) ilen est de même des 


structures équivalentes : c’est une propriété de la C-structure 


- S. En particulier, toutes les G-structures 5S’ associées à 5 sont 


presque transitives et leurs tenseurs de structure ts e L appar- 
tiennent A une méme classe d’intransitivité de M pour le 


groupe G* = P(N(G)) (ch. III, § 7, A). 


(9) D. Bernard [2] et [5]. 
(8) G = Sp (m, R). Cf. P. Libermann [19]. 
(1) Résultats de [2] à la présentation près. 
17 
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‘ 
Réciproquement soient, S(G, H) et S'(G, H’) des structures, 
presque transitives sur X et X’ telles que ts — ts modulo G . 
Soit ne N(G) tel que ts = p(n) ts; S”(G, H") étant définie 
par H” = H.n on a ts = o(n) ts = ts, et, si l’on suppose G 
involutif S” est, d’après le lemme (IV, 3), localement isomorphe 
à S’. On peut donc dire que la condition ts = ts modulo G* 
est nécessaire et suffisante pour que S soit équivalente a une 
structure localement isomorphe à S’: toutefois le résultat 
est plus clair si on l’exprime à l’aide des pseudogroupes 
1(S')-et- D(S) == ES): | 
Soient en effet, f: U — V un isomorphisme local de S” sur 
S’. Lu (resp. y) la restriction à U de l'(S) (resp. à V de I'(S’)). 
Si ge l'y, sa transmuée 9 = fogof-1 étant un produit d’iso- 
morphisme locaux de G-structures (S’ > S” > S” > 5”) est un. 
automorphisme local de S’: ¢ e l'y. On en déduit l'y = foluef™. 
Nous dirons, par analogie avec les groupes de transformations 
que lu et l'y sont semblables et que: 


Dérinition IV, 3. — Deux pseudogroupes de transformations, 
I sur X, I’ sur X’ sont localement semblables si pour tout couple 
xe X, xv’ eX’ il existe un voisinage U de x et un voisinage V 
de x’ tels que les restrictions l'y et l'y soient semblables. | 

5” et S’ étant localement isomorphes, on voit que l'(S) et 
['(S’) sont localement semblables. ts = ts, modulo G* entraîne 
donc : «['(S) localement semblable a ['(S’) ». | 

Réciproquement soient S et S’ deux G-structures presque 
transitives telles que l'(S) et ['(S’) soient localement semblables. 
f: U — V réalisant la similitude de l'y et l'y, la G-structure 
sur U, f*S’y admet les mêmes automorphismes locaux que Sy: 
elle lui est donc associée (th. IV, 1). On en déduit ts = ts 
modulo G*. Si l’on appelle ts (ou les composantes cj, de ¢ = q(ts)) 
un (système de constantes de structure de ['(S)’» (E. Cartan). 
Puis la classe d’intransitivité de ts modulo G* la «famille des 
systèmes de constantes de structure de ['(S)’» (Matsushima [24]) 
ou plus simplement la famille caractéristique de [(S) on peut 
énoncer 


THÉORÈME IV, 3. — Pour que deux pseudogroupes de Lie 
du premier ordre transitifs et involutifs soient localement sem- 
blables, il faut et suffit qu’ils aient même famille caractéristique. 
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De ce théorème, du théorème (IV, 1) et de la proposition 


(IV, 3, 1) on déduit : 


Corotiarre. — Les pseudogroupes de Lie du premier ordre, 
transitifs et involutifs, correspondent biunivoquement aux couples 
d'une classe de groupes linéaires involutifs conjugués et, un 
représentant G étant choisi dans chaque classe, d’une classe 
@intransitivité de L par G*: 


- Exemple. — m = 3 et G groupe indiqué à l'alinéa F, 
-ch. III, $ 8. Nous avons vu que l’on peut choisir le supplé- 
-mentaire W de V de façon que c = q(ts) ait pour compo- 
santes À'— 6, (1 = 1, 2, 3) et ci, = ci, = 0. C'est-à-dire que 
les équations de structure sont 


doi = t /\ ©! + Alw? A w*. 


Les conditions de Cartan sont À' = 0. L est donc un sous- 
espace de dimension 2 de W de coordonnées A’, À’. N(G) est 
le groupe des matrices 


- et p(n) opère sur L par 
@) Ox) > (0° = ES RC re 


CET np" y" 

Les formules (3) définissent le groupe G*. Il n’a que 2 classes 
d’intransitivité de représentants c, = (0, 0) et c, = (1, O). 

A c, correspondent les pseudogroupes de Lie localement 
> semblables au pseudogroupe opérant dans R® d’équations 
finies | | 

X=f(2), Y= gl) ty. .Z= x) +z 
(f, g, h fonctions analytiques arbitraires). 
A c, correspondent les pseudogroupes localement sembla- 


> bles au pseudogroupe défini dans le demi espace y > 0 de R, 
d'équations finies 


X=f{a), Y=¢e).y 2=g(0).2+h(e). 
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| 


4. — Automorphismes infinitésimaux. 4 

A) Dérivées de Lie. — Soit n un champ de vecteurs, ow 
transformation infinitésimale (t. 1.) sur X. Le groupe local 
à un paramètre de transformations qu’il détermine sera noté, 
exp. (tn) (2) et la dérivation de Lie par rapport à n, {{(n). 

® (resp. y) étant une forme sur X à valeurs dans £(M, P) 
(resp. M) (ch. II, § 2), comme {(n) est une dérivation de degré 
zéro sur les formes scalaires, on voit immédiatement 


(1) An) (D.g) = (An) ®).g¢ + D. (Mn) +). 
De même qu’une transformation & de X à un prolongement: 
& à E(X) (cf. § 1), de même, une t.1. n sur X à un prolongement 
ñ à E(X); il peut être défini par 
ef 
exp. (4) = (exp (in) 
et satisfait par conséquent à 


(2) poexp (t%) = exp (i) op 
d’où 
(3) 4(4) °p* = p*od(n). 


Si ® est une forme tensorielle sur E(X), la forme {{(ñ) ® est 
appelé « dérivée de Lie de ® par rapport à n » et souvent notée: 
{n)®: nous éviterons d’employer cette notation. Soit 4y 
un corepère sur Uc X: c’est une 1-forme sur U à valeurs dans” 
R”.4(n) yu est donc aussi une 1-forme à valeurs dans R" de 
sorte que, si zy est le repère dual de Ov, ({{(n)Ou),°zu(x) est un. 
endomorphisme au(x) de R" et | 


(An) Sule = au(x) .z5 (2) 
c’est-à-dire qu’il existe une fonction ay, U > L,, telle que. 
(4) L(y) Ou = ay. Ou. | 


Réciproquement, la fonction locale ay détermine le trans- 
formé du corepère 0 par une transformation finie du groupe 
à un paramètre engendré par 7: 


(5) (exp (n)'du). = (exp f av[2(z)]dz) . (00). 


iva! Dans tout ce paragraphe, les notations qui ne sont pas totalement explicitées 
ici, se trouvent définies dans A. Lichnerowiez [23]. 
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où «(t) = exp(rn).x et où, au second membre, exp désigne 
la représentation exponentielle L,, — L,,. 

Soit gu la fonction sur Ey à valeurs dans L,cL, définie 
par la carte locale associée à zu: z = zu(pz).gu(z) pour ze Ey. 
Si go, est la fonction z— (gu(z) 1), on a donc dans Ey 
la représentation suivante de la forme fondamentale 0 de 


_E(X): 
(6) = gut. pou 


or de &*0 = 0((4)§ 1) découle 4£(%)0 = 0 et, 
en appliquant (1) (3) et (4), la dérivation de Lie de (6) donne 


£(4)9 = [4(%)gu' + gu'(p*av) |p*u 


- et 


d’où 
(7) £(4) go' = — 85°. (p“u) 
(3) 4(7}) 8u = (p*au). gu. 


Soit alors ® une forme tensorielle sur E(X) à valeurs dans 
un espace vectoriel M et de type R(L,). On a dans Ey une 
représentation locale de ® analogue à (6): 


(9) D = R(gz'). p*Ou ob Puy = 0. 

Par un calcul simple on déduit de (7) 

(10) 4(4)(ga') = — R(go') .R(p*av) 
puis de (9) 


(11) 9m) = K(g5"). p*[L(n) By — Kav). 0] 
soit 
(12) (£(4))u = L(n) Ou — À(av) . Oo. 


Enfin, si x est une forme de connexion sur E, on a localement 


dans Ey 

(13) m = (adj gu')-p"tu + gu’ -dgu 
d’où l’on déduit par un calcul faisant intervenir seulement les 
formules déjà établies 


(14) Se = (adj gv')-PMn)ru + [rv, av] + dau] 
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où ty = zit; ceci met en évidence le caractère tensoriel de 
{{r)x et peut s’écrire 


(15) (£(4)t)u = Ln)ro + [ru, au] + dav. 


B) Automorphismes infinitésimaux (a. i) d’une G-structure S. 
Une t.i. de X est un a.1. de S si exp (in) est un automorphisme 
de S pour tout ¢ pour lequel il est défini. Si wy est un corepère 
distingué de S sur U, la fonction ay à valeurs dans L, définies 


par (4) telle que {£(y)wy = aywy prend ses valeurs s dans G. 
Réciproquement d’après (5), si ag est à valeurs dans G, 
exp (tn)*wy est un corepère distingué de S et n est un a.t. 

Parmi les G-structures, nous avons considéré (ch. III, § 2) 
les « G-structures Hpenies par un tenseur ». En reprenant les” 
mêmes notations, nous allons établir : 


Proposition IV, 4, 1. — Si S est une G-structure définie” 
par un tenseur t sur E(X), pour que n soit une a.t. de S ul faut 
et suffit que £(%)t = 0. 

En effet, d’après (12), on. a dans un ouvert Vc X muni 
d’un corepère distingué wy de S, ({(ñ)t)r = L(y) ty — Ray)tv5 
wy étant un corepère distingué, ty = u est constant et {(n)tv = 0. 
Pour que {{ñ)t = 0 il faut et suffit donc que R(ay)u = 04 or, 
pour cela, il faut et suffit que ay(x) e G c’est-à-dire que n soit 
un au. c.q.f.d. Ceci montre en particulier qu’il y a identité ! 
entre les isométries infinitésimales d’une structure riema- 
nienne et les a.1. de la O(m)-structure qu’elle détermine. 


Soit G le groupe des matrices À.g (A réel > 0, geG) et 
$ la G-structure extension de S : un automorphisme (resp. a.1.) 


de $ peut être appelé transformation conforme (resp. transfor- 
mation infinitésimale conforme: t.i.c.) de S. En particulier, 
une transformation conforme pv est une «homothétie» s’il 
existe ÀeR tel que, pour tout corepère distingué wy de S, 


aX 'wy soit encore un corepére distingué de S. Pour que nsoit 


une homothétie infinitésimale, c’est-à-dire que exp. (ty) soit 
une homothétie quel que soit t, il faut que ay=kI + a, 
a,(%) € G. Cela suffit d’après (5) car alors _ 


fadle(c)] de = kel + f'asfatr)ldr = ke I + B,(x, 1) B,(2, de G 
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et exp. (AtI + B(x, t)) =e". exp B(x, t) puisque ktl et 
» G,(x, t) commutent. On a donc 
(exp (ty)*wu). = e.exp B(x, t)(wu), ou exp Bu(x, t)eG 
c'est-à-dire que e~™. (exp (éy)*wy) est un corepère distingué et 
7 une homothétie infinitésimale. 

Les définitions données ici coincident encore avec les notions 
usuelles dans le cas Riemannien. 

Soit 5’ = S./ une G'-structure équivalente à S. Si wy est 
un corepére distingué de 5, wy = [-!. wy est un corepére dis- 
- tingué de S’. Pour une ti. y ona 


Lnjou = 62 .4(q)woy = Fi ay. oy = au. Ll. wv. 


Si ay e G (resp. G), [1 .ay.le G’ (resp. G’) de sorte qu’il y a 
- identité entre les a.t. (resp. t.i.c.) des structures S et S’: ce 
sont les a.1. (resp. t.1.c.) de la C-structure déterminée par S 
et S’. Il en est de même pour les homothéties infinitésimales. 
SiS’ est une extension de S tout a.t. (resp. t.i.c.) de S est 

aussi un a.t. (resp. t.t.c.) de S’: la réciproque n’est évidemment 
pas vraie en général et conduit au problème 

P,: 5 étant subordonnée à 5’, dans quelles conditions peut-on 
affirmer qu'un a.t. de S’ est aussi un a.t. de S? 

Si pour le groupe G, les G-structures 5 admettent une 
S-connexion canonique de forme zs (c’est-à-dire telle que 
BTs — ts pour tout isomorphisme pv. d’une G-structure S sur 
la G-structure S’) un a.i. de S est une t.1. affine de mg puisque 
exp (tñ)"ns = ms entraîne {{fñ)rs = 0. La réciproque, généra- 
lement fausse même lorsqu'il existe une S-connexion canonique, 
pose le problème 

P,: y étant une S-connexion, quand une t.1. affine pour y 
est-elle une a.t. de S? | 

Ces deux problèmes bien connus dans le cas du groupe 
orthogonal et de certains de ses sous-groupes (cf. [23]) ont 
été étudiés avec des hypothèses assez générales par R. Hermann 
([16] et [17]) : nous allons pour terminer reprendre la méthode 
d’Hermann et en déduire des résultats en général plus larges 
que les siens. 


C) Lemme d’ Hermann. — Soient les sous-groupes G € G’c Le 
Supposons G réductif dans G’ et soit une décomposition en 
somme direct G’ = Ge M, où adj.(G)McM. Soient 5 une 
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, 4 y Q ‘ 
G-structure subordonnée à une G’-structure S’ et y un at. 
de S’. wy étant un corepére distingué de S, sa dérivée de Lies 
est {n)ou = ay.my. Décomposons ay suivant 


ay = by - Cu; by(x) E G, Cu(x) e M. | 


Proposition IV, 4, 2. — 1° Les cy définissent un tenseur C 
de type adjoint — c’est-à-dire un champ d’endomorphismes de 
l’espace tangent à X — dont la nullité est la condition nécessaire 
et suffisante pour que n soit un a.i. de S; 2° si de plus n est une 
ti. affine d’une S-connexion y, C est à dérivée covariante nulle w 
dans 7. | 

Le changement de corepère distingué de S étant défini dans 
Un V par wy = Muvou (Muy fonction sur Hn V à valeurs” 
dans G), la fonction ay se transforme en 


av = (ad Muy) ay + in) (dMuv(Mov)*) (©) 
d’où, en prenant les parties à valeurs dans M des deux membres 
cy = (ad Muy) cu 


ce qui démontre le premier résultat. 

Si y est une t.t. affine de la S-connexion y de forme 7, en 
prenant la partie dans M des deux membres de la relation (15) 
il vient 

[mu, cu] + deu = 0 c’est-à-dire (VC)y = 0 


ce qui établit le second résultat. 
D) Sur le problème P, nous allons établir 


Taéorème IV, 4, 1 (*). — G étant un sous-groupe de O(m) 
et S une G-structure presque intégrable sur X, il y a identité 
entre les isométries infinitésimales de la structure riemannienne 
définie par S et les a.i. de S dans les cas suivants : 

19 X est compacte; 

20 X n’admet pas de 2-forme à dérivée covariante nulle — 
par exemple X est irréductible et n’admet pas de structure 
kählerienne; 

30 X irréductible est kählerienne à courbure de Ricci 
différente de 0; 


(°°) i(n) ® désigne le produit intérieur de la forme ® par le champ de vecteurs 7. 
; (#4) Le théorème 5 de [17] donne seulement ce résultat si X est compacte, le deu- 
xième nombre de Betti étant nul. 
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40 X complète admet, au moins en un point, une courbure 
de Ricci non dégénérée. 

Gest réductif dans O(m) pour la décomposition O(m) =G+M, 
où M est l’ortho-complément de G dans O(m) pour la métrique 
définie sur O(m) par (ai). (a’*) = APRES S presque intégrable 


admet une S-connexion y à torsion nulle qui induit donc une 
connexion euclidienne à torsion nulle, c’est-à-dire la connexion 
riemannienne. Une isométrie infinitésimale n étant un £.i. affine 
pour la connexion riemannienne, c’est une {.4. affine pour y et 
on peut lui appliquer le lemme. 

wy étant un corepère distingué de S sur Uc X, gardons les 
notations du lemme: il s’agit de montrer la nullité de C dans les 
différentes hypothèses. C tenseur de type adjoint à valeurs dans 
M € O(m) à des composantes Ci antisymétriques et «% = g;,C* 
sont les composantes d’une 2-forme « à dérivée covariante 
nulle (puisque Vg = VC = 0). Ceci montre le théorème dans 
l'hypothèse 20) (pour l’exemple voir A. Lichnérowicz [22], 
p. 266). Dans les hypothèses 3° où 4° toute 2-forme à dérivée 
- covariante nulle détermine un élément de l’algèbre de Lie 
du groupe d’holonomie homogène (cf. A. Lichnérowicz [22] 
-p. 250 et [23] p. 104) done Cy(x) eco, © G puisque, zu(x) 
repère dual de (wy), est un repère distingué deS : et Cu(x) e Gn M 
entraîne C = O 

Plaçons-nous dans le cas compact et utilisons les notations 
 abrégées suivantes: w' composantes de wy, ti composantes 
de ty = zut (x forme de connexion de y) a (resp. Ci) compo- 
santes de ay (resp. Cu). *% étant la connexion riemanienne, on a 


(16) jo 

(17) doi + ri À w* = 0, 
or, {n)ou = ay. wy c’est-à-dire 

(18) di(n)wi + i(n) dw! = aïw/ 


mais i(7j)w' = n' sont les composantes de n dans la base zy(z) 
t (17) donne . 
i(n) dei + (i(n) mi). wo* — zin* = 0 
| (18) devient donc 
(19) ajo! = dn! + min Ltn (n)xj)o! = (Vin —i(n) mj) 
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d’où l’on déduit 

(20) aj = Vin — Un). 

Tout d’abord le fait que n soit une isométrie infinitésimales 
équivaut à ay e O(m) donc à aj + aj = 0. Comme (i(y) 7) e O(m) 
on retrouve la condition nécessaire et suffisante pour que 7 
soit une isométrie infinitésimale : 


(21) Vi + Vin = 0. 


D’autre part, y étant une S-connexion et wy un corepére 
distingué pour S, (i(n) ti) « G. On déduit donc de (20) avec des 
notations qui sont claires 


(22) Cj = (aj) = (Vin 


Soit le champ de vecteurs £ = C.n de composantes dans 
zu(x) & = Ci; alors 


VE = (Vi) puisque Vif =U 
et d’après (21) 
VE = — DU) = Lal + (Vie) 
soit, d’après l’orthogonalité de M et G 
VE = — Sia = — a 
Si X est orientable et si v est l’élément de volume, il vient 


O= VE) = — fpev<0, 


ce qui exige C? = 0 et C = 0. La proposition est alors démon- 
trée. On se débarrasse de l’hypothése X orientable en passant 
éventuellement au revétement orientable de X muni des 
structures images réciproques. | 

On aurait aussi pu déduire notre théorème de l’étude du 
groupe de Kostant engendré par n (cf. A. Lichnérowicz [23]). 


E) Sur le problème P,. | 
THÉORÈME IV, 4, . — G étant réductif dans L,, soit X 


munie d'une G-structures S et d’une S-connexion y dont le groupe 
d'holonomie est irréductible dans le complexe. Alors toute t.i. 
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affine pour y est une homothétie infinitésimale de S. De plus 
… n est un a.t. de S dans les cas suivants: 

1° G est invariant par homothétie (G = G); 

2° X est compacte, G unimodulaire et y sans torsion (3). 

Le champ de tenseurs C étant à dérivée covariante nulle, 
l'opérateur C, qu’il définit sur T, appartient au centralisateur 
de |, (groupe d’holonomie homogène) dans l’algèbre des endo- 
morphismes de T, (cf. [22], § 54). Soient he, (h.C, = C,.h) 
et »<T, un vecteur propre de C, pour la valeur propre k 
(réelle ou complexe), et E, l’espace des vecteurs propres 
- pour la valeur propre k. On a 


Ce = kp et C,(hv) = hC,¢ = hkv = kho 


c’est-à-dire que ve E, entraîne hve E,; E, est invariant par 
—\, et, par suite de l’irréductibilité, E, = T°; C,» = ky quel 
que soit ve TS et C, = k(x). I(x). C étant à dérivée covariante 
- nulle il vient (x) =k constante sur X et C=k.I. Alors 
au = by + k.I, by eG, c’est-à-dire que n est une homothétie 
- infinitésimale. | 

Si de plus G est invariant par homothétie (G mb) KI 
entraîne Ce G c’est-à-dire C = 0 et n est un at. Si enfin G 
est unimodulaire, by e G entraîne tr by = 0 et par conséquent 
tray = trCy = mk. La nullité de la torsion de y entraîne par 
un calcul déjà fait (formule (20)) 


a; = Vin — 1(n) T} 


x étant une forme à valeurs dans G, trm = ri = 0 et il vient 
tr ay = Vin' c’est-à-dire 


(23) mk = Vini. 


X est orientable puisque G est unimodulaire; si donc elle 
est compacte, y étant shirt de volume, lintégration de 


| (23) fournit 
mk i = al Vin!) 


| d'où k= 0; rea de cory que 7 oe anes dd. 


(35) Ce dernier cas de notre théoréme fait. P js du théorème IV de [17] dans des 
hypothèses un peu différentes. 


de pme 
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THE WINDING NUMBER ON TWO MANIFOLDS 


par Bruce L. REINHART (R.I.A.S.) (!). 


In his thesis [6], Smale has found the regular homotopy 
Classes of regular closed curves (1. e., immersed circles) on 
a Riemannian manifold M. His work leaves unanswered the 

» question: Which homotopy classes contain embedded circles? 
We may assume tha the dimension of M is 2, since otherwise 
the problem is trivial. Then our question has been answered 

- for the plane by Whitney [9] by use of the winding number. 

_ For the torus, we have extended the winding number technique 

- to get necessary conditions for the existence of a simple closed 
curve in a given regular homotopy class [3, 4]. 

- In this paper, we shall define the winding number, or more 
precisely the winding homomorphism, for compact orientable 
two manifolds; it is a homomorphism from the regular homo- 

- topy group of M into the integers modulo x, where x is the 

_ Euler characteristic of M. We shall compute the value of 

_w for a regular simple closed curve, assuming its homotopy 

- class (in the usual sense) is known. As applications, we 
get conditions for the nonexistence of periodic solutions of 

differential equations, and necessary and sufficient conditions 
for regular homotopy of curves on the sphere and the torus. 


4 ‘() This work was begun at the University of Michigan with the support of 
the Office of Naval Research, and completed at RIAS, partially supported by 
the United States Air Force Office of Scientific Research under contract number 


49 (638)-382. 
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1. — The winding homomorphism. Axioms. 


Let M be a compact, connected, oriented, two dimensional 
Riemannian manifold of class C’ and Euler number x. A 
parametrized curve on M will be a mapping of the unit interval 

= {t(0<t<1} into M; it will be called regular if it 1s 
C' and has everywhere a nonzero derivative, that is, the images 
has a nonzero tangent vector at each point. A regular curve 
is an equivalence class of parametrized regular curves under 
the relation: two parametrized curves are equivalent if their 
parameters are related by a function with everywhere positive 
derivative. Corresponding to every regular curve C there 
is an induced curve C: I > T(M) where T(M) is the bundle of 
unit vectors tangent to M. C will be called the tangent curve to 
C. A homotopy of curves will be called regular if each stage is” 
a regular curve, and there is induced a homotopy of the 
tangent curves. A regular curve is closed if its initial point 
and direction coincide with its final point and direction. 
The notion of regular homotopy with fixed base and direction 
defines an equivalence relation on the set of regular closed 
curves beginning at this base. By the theorem of Smale [6], 
the regular homotopy classes are in one one correspondence 
with the elements of the fundamental group 7,(T(M)). This 
correspondence is such that the composition of regular curves — 
on M by joining them end to end corresponds to the multi-. 
plication in 1,(T(M)); hence the set of regular homotopy 
classes may be given a natural group structure. We shall 
call this the regular homotopy group of M and denote it by 
tr(M). The zero of rr(M) is the class of a nullhomotopic 
curve shaped like a figure 8, traced out as in ordinary writing. 
For a fuller discussion of the concept of regular curves, see [6]. 

Let M be of genus g, and {A,;} i= 1, ..., 2g bea genera- 
ting set for ,(M), satisfying the relation 


A Ath, PAT oan, Aged: 
Let H be a fibre of T(M). Then it is proved by Seifert [5] 


that 7,(T(M)) is generated by {A,, H} with the relations: 
H commutes with each other generator, and | 


AAA... AZ*H¥-* = 4 
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(see also $ 2 below). In the case of the torus, the methods 
of [4] show that there is defined a homomorphism 


w : TR(M) > Z 


such that the value of w on any regular curve with a finite 
number of selfintersections is equal to the number of nullhomo- 
topic loops which it contains. Here Z is the ring of integers. 
For general M, we might seek a similar homomorphism. 
‘Such cannot be found, however, since it would depend only 
upon the abelianized form of ta(M), and in this form H is 
of order |x|. This suggests using instead a homomorphism 
into Z,, the integers modulo x. 

It will be convenient to introduce the notion of a regular 
generating system for (M) at the point Q; this will be a 
“set of regular simple closed curves {A;} 1=4, ..., 29, 
on M tangent to a fixed direction at Q. Let D, € D, be two 
discs about Q of small diameter. We shall assume that 
the curves A; do not meet outside D, ; then from the structure 
of the 4g sided polygon we see that their crossings of its 
boundary are arranged in the order. 


1/0, 2/1, 1/2, 2/0, me 9 (2g —1)/o, (2g)/t, (24g — 1)/z, (2g)/o 


“where 1/o is the point where A, leaves D,, 2/i the point where A, 
enters, etc. Moreover, we shall assume that the A; meet 
within D, only at Q, and that their crossings of its boundary 
»are arranged in the order 1/0, 3/o, ..., (2g —A)/o, 2j, 1/1, 
Thi, ..., {2g)ft, (2g —1)/t, 2/0, 4/o, ..., (2g)/o. Finally, 
we shall assume that in D, — D,, only those crossings occur 
which are necessitated by the relative order of the points 
on the two boundary curves; for this purpose, the ordering 
will be understood to be linear, not circular. The properties 
of a regular generating system will be examined more closely 
in § 3. 

We may now define precisely the object of our study, 
the winding homomorphism. 


_ Derinrrion. — The winding homomorphism w is a homomor- 
phism of t(M) into Zx (the integers modulo x) such that. 

(i) » has the value O on the regular homotopy class of each 
of the curves of a regular generating system for (M). 

18 


Î 
i 
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(ii) w has the value 1 on any positively oriented contractible 
regular simple closed curve passing through the base direction 


at Q. 


Derinition. — The winding number of a regular closed 
curve C is the value of w on the regular homotopy class of C; 
by abuse of language, we shall denote this value by w (C). 


i 


2. — Existence and uniqueness of the winding homomorphism. . 


In order to show the existence and uniqueness of w, we 
use the techniques of obstruction theory, as exposed in 
Steenrod [7]. It is known that there exists a cross section F 
of the unit tangent bundle T(M) defined on M minus one 
point P. Given any two such sections with the same singular 
point, hence the same primary obstruction, there is defined 
a difference cocycle, which is a coboundary if and only if 
the two sections are homotopic. Hence, the homotopy 
classes of such sections correspond one one to the elements 
of H'(M, P; Z), which is isomorphic to H1(M; Z). | 


Derinition. — If C is a closed curve on M and F and F1 
are vector fields defined along C, we shall denote, by d(C; F, F’) 
the value of the difference cohomology class of F and F’ on the 
homology class determined by C. d(C; F, F’) will be called the 
difference number of C with respect to F and F’. 

At any point of M — P, there is a signed angle from F! 


to F defined by the Riemannian metric; denote this angle 
by F — F’. | 


Proposition 1. — If F and F’ are of class C, 
. ’ rsh 2 ’ | 
aC; FF) =>. [ af —F'). | 


Proof. The function F — F’ is a map from C onto the 
unit circle, considered as the set of angles. As shown in 
[4, Proposition 1], the degree of this mapping is given by the 
indicated integral. On the other hand, from obstruction 


theory it is clear that this degree is equal to the difference 
number. 
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Derinition. — The winding number of a regular closed 


_ curve C with respect to a vector field F which has no singularity 
on Cis 


#(C; F) = d(C; C, F) 


where C is the tangent vector field to C. 
If C is of class C?, then by Proposition 1 


(CF) =5- fa" 


It follows from Smale’s theorem that any regular curve 


of class C? with tangent vectors close to those of a given 


eurve C is regularly homotopic to C. On the other hand, 
the winding number is clearly unchanged by a small defor- 


- mation. Hence, we shall allow ourselves approximations by C? 


regular curves whenever it is convenient. 


Let A; be a regular generating system for 7,(M), so that 
the homology classes of these curves form a basis for H,(M; Z). 


Let H be a regular simple closed curve through the base direc- 


tion at Q, contained in D, and positively oriented. Let F’ 


_be a vector field with one singularity, located at a point P 


tue er de 


not lying on any of the curves in question. Finally, let 
w(A,; F’) =a, Define a vector field F by the requirement 
that d(A;; F, F’) =a, F is unique up to homotopy, and 


w(A,; F) = (Aj; F’) + d(A; F’, F) = @ — a; = 0. 
Let x, (z) for z e Z denote the class modulo x to which z belongs. 
Derinition. — If C is any regular closed curve, 
w(C) = x, #(C; F). 


Lemma 1. — Let D be a closed disk about P and let 
N=M—D. Then w(C; F) depends only upon the regular 


homotopy class of C in N, so defines a homomorphism w': 


t(N) — Z such that 
(i) »’ vanishes on the classes determined by A, t= 1, ...,2g. 
(ii) »’ = 1 on the class of any nullhomotopic positively orien- 
ted regular simple closed curve through the base direction. _ 
Proof. Consider a regular homotopy C(t, t) on N, where ¢ is 
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the parameter along the regular curves. Expressing the integral - 


for w(C; F) in terms of ¢ and %,it is clearly a continuous | 


function of +. Since it is integer valued, it must be constant. 
Thus we may define for Eemn(N), Ceë, w'(E) = w(C; F). 
w’ is a homomorphism; this follows easily from the integral 
formula. (i) follows from the choice of F. To show (iz) let 


C be a curve of the kind required. Lifting this curve up: 


into the universal covering space of N, we again get a closed 
curve, which is regularly homotopic to a small simple closed 
curve by the Whitney-Graustein theorem [9]. This homo- 
topy projects into a regular homotopy in N; we may suppose 
that the final curve is small enough to lie on a given disc 
about the base point. Since any two nonsingular vector 
fields on a dise are homotopic, the winding number of the 


curve is the same as it would be in the plane, that is, + 4, 


It will be of interest later to note that the winding number 
of a regular « figure 8» curve enclosing D, but nullhomo- 
topic on M, is 2g — 2. This follows by lifting the situation 
onto the universal covering space of M, then computing 
w(C; F) = d(C; C, F) by comparing each field with the field 
of constant direction. 

In order to relate the results of lemma 4 to regular homotopy 
on M, we consider the injection map of N into M, and the 
induced injection of T(N) into T(M). The latter is consistent 


with the representation of regular homotopy classes by the” 


homotopy of the tangent bundle. Using this fact, we may 
compute explicitly the map ty: ta(N) —tr(M) induced by 


the injection: 1: N->M. For this purpose, we use the notion 
of C W complexes, an exposition of which may be found in [8]. _ 


Our proof is simply a modernization of the work of Seifert [5]. 
We may give a C W decomposition of T(N) as follows : 
Let Q be the base point on N, Aj(i= 1, ..., 2g) simple 


| 


closed curves bounding a 4 g sided polygon, and E a simple! 
closed curve through Q, otherwise interior to the polygon, 


and enclosing D. T(N) has a product structure, given expli- 
citly by the fact that F and its orthogonal field define a paralle- 
lization. Let H be the fibre through Q (this makes sense 
since N may be embedded as a cross section in T(N)). There 
is a deformation retract of N onto a manifold bounded by E, 
which gives rise to a deformation retract of T(N) onto a 
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manifold bounded by H x E. Thus, we get the following 
_ decomposition of space or the homotopy type of T(N): 
I. Zero cell: Q. 
II. One cells: Aj, H, and E. 
III. Two cells: the 4g sided polygon minus a disc, and 
the products of H with of each the other one cells. 
IV. One three cell. 
In order to get a decomposition of T(M), we need to add 
a one cell E’ on E x H, such that E’ is contractible as a curve 
- on the surface of the solid torus filling E x H; the homology 
class of this in terms of E and H may be computed by using 
the known index of the singularity at P. We need also to 
add a two cell spanning E’, and a three cell which is the 
rest of the solid torus. Then 7,(T(N)) has generators Aj, 
H,: and E and relations: 


ST le ere lag Lo — Le 


H commutes with all other generators 


while 7,(T(M)) has generators A;, H, E, and E’ and all the 
same relations, plus EH?%2 = E’=1. This may be rewritten 
so that we use the same generators as 1,(T(N)), but one 
_ additional relation; 


EH? = 1, 


Hence, the map on the fundamental group induced by the 
injection map becomes simply the quotient map by the least 
normal subgroup generated by EH*—’. 


Proposition 2. — There exists a unique homomorphism w 
of tr(M) into z, such that. 
(t) w vanishes on the classes determined by A;, 1 = 1, ..., 2g 


(where these are the A, of lemma 1). 
(it) æ = 1 on the class of any nullhomotopic positively oriented 
regular simple closed curve through the base direction. 
Proof. Let £ e rr(M) and CeËë. Define 


HE). = w(C) = x,#w"(C;F). 


It is clear from the definitions of » and »’ that w = x,w'iy, 
when evaluated on a particular regular curve C. We need 
to show that æ depends only upon the regular homotopy 
class of C in M. Let us represent the generating elements 
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of 7,(T(M)) and 7,(T(N)) by regular curves on M. Since | 


w'(A,) = 0, we may take A, to represent the class of Aj. 


Represent H by a positively oriented contractible regular | 
simple closed curve on N. Finally, since E winds about 
the fibre over P 2g—2 times, we represent it by a contractible | 


«figure 8» curve enclosing P. The kernel of iy consists 
of products of conjugates of EH?’?; since 


x,’ (EH2-2) = 0, 


it follows that # is a homomorphism on t,(M). Properties (1) 
and (ii) follow from lemma 1. These properties define w 
on a generating system for t,(M); hence they determine it 
uniquely. 


3 — The winding number of a regular simple closed curve. 


Heretofore, we have defined the winding homomorphism 
and proved its exsitence and uniqueness. There remains 
the crucial question of computing the winding number for 
simple curves C. To do this, we represent the homotopy 
class of C in terms of a regular generating system for 7,(M), 
then use a covering space argument to show that the winding 
number depends only upon the way the curves of the regular 
generating system used to represent C cross in D,. Finally, 
we give an algorithm for computing the winding number. 

We begin by extending the regular generating system to 
include curves representing A;. Each such curve will agree 
“with the corresponding A, outside D,, except for the direction 
of motion. The curves A;/, must cross the A,,., i<j, 
in order to approach Q in the correct direction. The curves 
Ai must cross A,,, i<j, and A,, 4, all k, in order to approach Q 
in the correct direction. In leaving Q, A; must cross A,,_, 
and A; must cross A, provided there exists a k such that 
t< 2k <j. Only those intersections mentioned above will 
be permitted to occur. It is easily seen that A, A;' is a 
nullhomotopic « figure 8 » curve; this justifies the notation 
A and shows that w(A;") = 0. 

Let the homotopy class of C be given by X, ... X,, where X, 


is one of the classes Aj‘. We shall assume that no subsequence, 


ESA 


THE WINDING NUMBER ON TWO MANIFOLDS 279 


X,X4, ... X4,, is nullhomotopic; the total sequence can 
reduce to the empty sequence only in case C is nullhomotopic. 
In that case, the winding number is + 1 if C is positively 
oriented and — 1 if C is negatively oriented, by arguments 
used before. 


Lemma 2. — On any orientable 2 manifold covered by the 
plane, every element of the fundamental group is of infinite 
order. 

Proof. The fundamental group acts on the plane as covering 
transformations. Thus, any element of finite order would 
generate a finite cyclic subgroup acting on the plane, such 
that only the identity has fixed points. But this is impossible, 
since by a theorem of Brouwer [1] and Kérékjarto [2], every 
such transformation is topologically équivalent to an orienta- 
tion preserving linear map. 


Lemma 3. — If C is a simple closed curve homotopic to 
- X, ... X,, the winding number of C is the sum of q integers, 
each associated to one of the ordered pairs XX, ..., Xo_iXy 
EX,X:. 

Proof. Let (M, p) be the universal covering space of M, 
‘that is, p: M > M and M is either the sphere or the plane. 
In the first case, C must be nullhomotopic, so we may assume M 
is the plane. 

. Let C be a component of p~*(C); it is infinite in both directions 
because C is of infinite order, and it separates the plane. 
Let Q, be a point of p~‘(Q) not lying on C. Let X, be a 
connected subset of p-1(X,) beginning at Q, and covering 
every point of X, except Q exactly once, and let Q, be its 
endpoint. : 

By induction, define curves Xp ands points Cir 202 (ro a, 
The result is a curve X* joining Q, to Q,, whose projection 
is homotopic to C. | 

By proper choice of Q,, we may assume that X* does not 
meet C; then the same is true of the curve X (infinite in 
both directions) made by duplicating X* by the operation 
of the covering transformation C corresponding to C. X is 


not necessarily a simple curve, since Q; has a connected 
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neighborhood in p~'(D,) which may contain some points of 
intersection associated to the sequence X,X;,;; we may 
assume that the neighborhoods are also disjoint from Cc. 
Let P, be a point on Xep- "(D:), Ri a point on C, and P, 

and R, their transforms by C. Let Y be a regular simple 
closed curve tangent to G at P, and X at R,, not otherwise 
meeting them, and not passing througt any singular point 
in p(P). By translating half of Y to a curve P,R,, we may 
construct a regular closed curve B(= P,P,R;R;) which, without 
loss of generality, may be assumed positively oriented. Then 

we have the following equations, in which K is the vector 
field of constant direction in the plane: 


1 B mpd 1 ef 
ae dB" — | d(K—F 
D 5 [aB—K) => [ab kK) + [aK =F) 
=; verre 
=1 + algebraic number of crossings in B (mod x). 


A fab met htt, ae 


dc EE aR es 


since the second and fourth integrals add up to 1, while the 
third integral is #(X,...X,) = 0, and the first integral is 
along the portion of B which covers C. 

We conclude that #(C) is equal to the algebraic number 
of crossings in B, which may be found by adding up the 
number of loops ehaceiated to each sequence X; X,,,. This 
proves the lemma. 


TuErorem. — Let C be a regular simple closed curve Honor 
in the usual sense to X, ... X,, where X; = Aj! and no subse- 
quence “X,X,,,... > is nullhomato pic. Then w(C) is the 
sum of the integers associated to the: sequences 


Ay a cee >, Og Pa X, Ay 
by the following algorithm: 
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Consider the schema 


RO CU 020, 910 Si, ont, alae. ot 


D HO fh 
ee 0, 2 SAN OU, 
agit, ae — Aft,” 2/07 40, ,..,  2plo: 


Then to any sequence A‘ Af(e, f—+1) we associate the 
a by two subschema formed by choosing the terms j/x and k|y; 
here 


er if e=} i 
y=)" # (=); 


- Convert this schema into an integer two by two matrix by 
the substitution of 0 for j/x and 1 for k/y; let s denote the deter- 


_minant of this matrix. If e — —f, define another integer t 
by the rule: 
Ag As Tk 
_t=1 for the sequences 4 A,,A., J<k 
; So 2k—1 
Brod 2j—1 2j 
i 1 for the sequences) À ae Of ai A 


t= 0 otherwise. 


Then the integer associated to Af Af ts the sum s + t. 
Proof. By lemma 3, we have reduced the problem to 
computing the number of loops produced by the crossings 
of A° and Af in the region D,. Examination of the cons- 
truction of the regular generating system for 7,(M) reveals 
- that these crossings give rise to loops of positive orientation 
in the cases indicated by + 1, to loops of negative orientation 
in the cases indicated by — 1, and to no loops in the cases 
indicated by 0 above. (The integer s expresses the number 
of loops necessitated by crossings in D, — D,, and the integer t 
the number of loops necessitated by crossing in Dj). 


Corottary 41. — On the sphere and torus, the winding 
number of a regular simple closed curve is + 1 if nullhomotopic, 
and 0 otherwise. Moreoever, two regular closed curves which 
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are homotopic are regularly homotopic if and only if they have 
the same winding number. Both these results are false for 
surfaces of higher genus. 

Proof. On the sphere, all curves are nullhomotopic. Delete 
the singular point of the standard vector field F; then we 
have the plane situation, in which a simple closed curve 


has winding +1. Hence, its winding number on the sphere ~ 


is 1(modulo 2). On the torus, we deal with nullhomotopic 


curves easily by referring to the covering by the plane, since — 
the standard vector field may be chosen to be that one covered ~ 
by the field of constant direction. Curves which are not 

contractible we represent in the form AfA! (using the abelian — 


character of the fundamental group); thus we need only 
know that for each of the four pairs of sequences 


AA! and AAS, 


with e, f= +1, the sum of the associated integers is zero. 
This proves the first statement. 

Consider the presentation of t,a(M) given in §2. For the 
sphere or torus, the powers of H form a direct summand 
of an abelian group, and w is an isomorphism on this subgroup; 


this proves the second statement. On a surface of genus « 


greater than 1, there is a simple closed curve in the homo- 
topy class A,A;*. By the algorithm, 0 is associated to A,A7' 
and 1 to A;'A,. Hence, the winding number is 1, showing 
that the first statement is false for such a surface. The second 
is disproved by the fact that the powers of H form an infinite 
cyclic subgroup of rn(M), hence cannot be distinguished by 
a homomorphism into a finite cyclic group. 


Corottary 2, — Let F, be a vector field on M having unique 
trajectories through nonsingular points and let S be its locus 
of singular points. Let C be a noncontractible closed curve 
and #, the winding number of any simple closed curve homotopic 
to C. Suppose 


4; a 
5e [AR — F) se wo mod y. 


Then C is not homotopic on M —S to any integral curve of F, 
Proof. If C’ is any closed integral curve homotopic to C 
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on M —§, then C’ is a regular simple closed curve. Hence 
we have 


5 Je [ath —" 


2 Son 
1 
=, ; d(C’ —F) =, (mod y) 
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THE TYPE AND THE GREEN’S KERNEL 
OF AN OPEN RIEMANN SURFACE 


by M. S. NARASIMHAN 


Tata Institute of Fundamental Research, Bombay 
et Centre National de la Recherche Scientifique, Paris. 


1. — Introduction. 


We give in this paper a new approach to the determination 
of the type and the construction of the Green’s function of 
an open Riemann surface. 

We first define an open Riemann surface to be of hyper- 
bolic type if the completion of the pre-Hilbert space of C° 
functions with compact supports endowed with the Dirichlet 
scalar product is a space of currents. In this case we cons- 
truct in a natural way an operator G and call the kernel in 
the sense of Schwartz of G the Green’s kernel of the open 
Riemann surface. We then show that an open Riemann 
surface is of hyperbolic type if and only if it possesses the 
Green’s function in the classical sense and that the Green’s 
kernel is identical, upto a scalar factor, with the Green’s 
function in the classical sense. 

The invariance of the type of an open Riemann surface 
under quasi-conformal maps is derived as an immediate 

consequence of the definition of type. 


t 
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2. — Some spaces of currents. 


Let Q be an open Riemann surface, that is, a non-compact 
connected complex analytic manifold of complex dimension 


one. We denote by 4(Q), p = 0, 1, 2, the space of C* forms 
of degree p endowed with the topology of Schwartz [10, 11]. 


Let 4 (Q) denote the space of currents of degree p endowed 
p 

with the strong topology [10, 11]. Let further 6(Q) denote 

the space of C* forms of degree p and 8/(O) the space of currents 


of degree p with compact supports, each endowed with the 


usual topology. 

The operator + is defined intrinsically on 4-forms in Q [8]. 
The operator + is defined on the currents of degree one by 
the formula : 


@T, ¢) = (T, — +9), TeŸ, ged, 


(, ) denoting the scalar product between % and 9. 
We denote by L?(Q) the Hilbert space of measurable 
square integrable 1-forms with the scalar product 


(@1, wa) = fo, À * Ba, (1, W, € L?. | 

Let further BL(Q) be the pre-Hilbert space of currents T | 

of degree 0 for which dT e L? endowed with the scalar product 
(Ty, Tz), = (aT,, dT), T,, T, e BL. 

If BL'(Q) denotes the quotient space of BL by the subspace 


of constants, BL’ is a Hilbert space with the induced scalar 
product [2, p. 308]. 


3. — The Laplacian A. 


On a Riemann surface the Laplacian is not defined intrin- 
sically as an operator carrying functions into functions. 
However we can define an operator analogous to the Lapla- 
cian carrying functions into 2 forms. 
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We define an operator 
A: ay > ay 
by the formula 
aS eu 
where d denotes the exterior derivation. A is an elliptic 


operator of type (V,, V.) where V, denotes the trivial line 
bundle with C as the fibre and V, denotes the line bundle 


— of 2-covectors [6]. 


We have the following elementary formulae : 
1) cr. Ac) = (AT, ¢) for Te ay, pe ®. 


2) For Te, pe define : 


(aT, do) = (dT',.* do). 
We then have ‘ 


4, — The type and the Green’s kernel. 


0 
Let 46,(Q) denote the vector space ® endowed with the 
Dirichlet scalar product 


ÇZ Vr = fide A «df, P ped. 


Since Q is non-compact and connected 46,(() is a separated 
pre-Hilbert space. Let 46(Q) be the completion of 46,((). 
Dérinition 1. — An open Riemann surface Q is said to be 


of hyperbolic type if the inclusion map 
1 : H(Q) > D’(Q) 


is continuous. Otherwise,’ it is said to be of parabolic type. 

Thus we define an open Riemann surface to be of hyper- 
bolic type if the following condition is satisfiedd: if {¢,} 
is a sequence of C* functions with compact supports whose 
Dirichlet integrals tend to zero then the sequence {¢,} tends 
_ to zero in the sense of currents. 
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Let Q be an open Riemann surface of hyperbolic type. { 


Let : 
1’: d6(Q) > D'(Q) 


denote the canonical extension of the continuous inclusion « 


i: %,(Q) > 9'(Q). 


The map 2’ is an injection. In fact, if Te% we have for | 
0 | 


every 9 € D agree, 
(T, g)xe = (AIT, 9). 


Since 9 is dense in % it follows from the above equality that | 


i’T = 0 if and only if T = 0. 


We identify 46 with a subspace of ay by means of the > 


injection &’. The completion of 4, is thus a space of currents. 
It is easily seen that 4 is contained in BL. 


Since is dense in % the dual a (Q) of 46(Q) is canoni- — 


cally identified with a subspace of ay (Q). We assert that A 
defines an isomorphism of 4 onto 4’. In fact let A be the 
canonical isomorphism of 4 on the conjugate of its dual. 


Then for Te &#, ge ® we have 
(AT, 9) = (aT, de) = (—AT, 9) 


so that A=—A. Hence A: %-—+>%' is an isomorphism. 
Let G: 4’ > & be the i inverse isomorphism. 


Consider the spaces 96 n & and #/n 6; % n & will be endowed | 
with the topology upper- “bound of those of 4% and 8; the — 
same for 46’ n 8. Let ad + 6 (resp. 46 + 8") be the strong : 


0 0 
dual of 4 n 6 (resp. #/n 8). [An element of the dual of Hn& 
can be written in the form f+ T, fe#’, Ta’. Hence the 


above notation. A similar remark applies to 36 + 6! ]. Since A 
is an elliptic operator we see exactly as in Lions [5, p. 36] that 
the operator G can be extended to an isomorphism, still denoted 


by G, of #’ hi 6’ onto #6 + 8! and A is its inverse. 
G: 56’ + LR” + 6’ is called the Green’s operator. 
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Dérinition 2. — Let Q be an open Riemann surface of 
hyperbolic type. The kernel in the sense of Schwartz of the 
_ operator G is called the Green’s kernel of Q. 

The Green’s kernel is a bilateral elementary kernel for A. 
The green’s kernel is very regular in the sense of Schwartz 


mit; 4, §.12; 5). 


Remark 1. — An open Riemann surface is of hyperbolic 
_ type if and only if the inclusion map 4, — L?, is continuous, 
where Lj,, denotes the space of locally square summable 
functions endowed with the topology of convergence in L? 
on each compact set. [See 2, p. 321, Prop. 4. 1]. 


Remark 2. — Let 4, denote the pre-Hilbert space of C1 
functions with compact supports endowed with the Dirichlet 
scalar product. We see by regularization and Remark 1. 
that Q is hyperbolic if and only if the inclusion map 4, — L?, is 
continuous. 


| 5. — Some properties of the Green’s operator. 


In this section we prove some propositions concerning the 
Green’s operator. 


Proposition 1. — Q is of hyperbolic type if and only if 
9 e A(BL). 

Proof. If Q is of hyperbolic type and Ye, then Gl e BL 
and AG) = ¥. te ] 

Suppose conversely that DcA(BL). Let fo,}, #,e® be 
a sequence converging to zero in %,. We shall show that 
(Y, $n) > 0 for every Pe Ÿ. In fact let Te BL be such that 
ÂT—4%. Then “a 

<b, Pn) a (AT, Pr} 
= — (dT, dy,). 

Since dT e L’ and d5,>0 in L’, we see that (4, p,) > 0. 


Proposition 2, — Suppose that Q is of hyperbolic type. 
Let Q! be a subdomain of Q. Then Q is hyperbolic and there 
19 
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exists a continuous linear map u-> u” of 4 (Q') into #6 (0) such 
that u™ =u in Q’ and u™ =0 in ([ 0’. One has 


(du, du)ixq) = (du, du )ixo. 


Proof. Forge i) (Q’) let 9 € 9 (Q) be the function obtai- 
ned by extending + by zero outside Q’. The map 7: ¢>¢ 
is an isometry of 460 (Q’) into 46, (Q). The inclusion map 

0 
Hy (Q’) > D’ (Q’) is the composition of the map 7, the conti- 
0 
nuous inclusion 4, (Q) > 9’ (Q) and the restriction map r: 
9 (Q) > 9’ (Q’) and is hence continuous. Since the map } 
can be extended into an isometry (still denoted by 7) the 
second part of the proposition follows. | 

We identify 46 (Q’) with a subspace of 36 (Q) by means of 

the isometry J. 


Proposition 3. — Let Q be of hyperbolic type. Let 
{0,3}, k= 41, 2,... be an increasing sequence of sub-domains 
of Q such that |. Jo, =Q. Let G, (resp. G) be the Green’s 
operator of Q, (resp. Q). Let Te 46’ (Q) and let T, be the res- 
triction of T to Q,. Then G,T; — GT in # (Q). | 

Proof. #(Q,) is a closed subspace of #6(Q) and #(Q) is 
the closure of |__) 2(0,). If we verify that G,T; is the ortho- 
gonal projection of GT into the closed subspace #(Q,) it. 
would follow, from a known theroem on projections in a. 
Hilbert space, that GT, — GT in 4(Q). Now for every 
ge®D(Q,) we have | 
(GT xs $)56Q,) = (— AG,T g) 

== Tu ko A 
On the other hand if Pr denotes the projection operator on 
#6(Q;) we have, for ge 9) (Q,), 


(P,GT, ¢) HED, = (dGT, do” )r@) 


= — (T, 
Hence GT; = P,GT. ( É D» 
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Proposition 4. — Assume that Q is of hyperbolic type. 
With the same notations as in Proposition 3, let T be an element 


of &’(Q) such that the support of T is contained in Q,. Then 


GT — GT in '(Q) and the convergence is uniform on every 

compact set contained in the complement of the support of T 

(G,.T° denotes the extension of G,T to Q by zero outside Q,; 

Gil” and GT are functions in the complement of the support 

of T). 

- 0 
Proof. Let S,=G,T~. To prove that S,— GT in 9’ (Q) 

it is sufficient to prove that, for every de D (Q), (S,, W 

2 2 
tends to (GT, ¥). Now Te&’ (Q,) and pe®D (Q,) for 
all sufficiently large k, say for k> k. In Q,, we have 


AGy — Gb) = ÿ — Y = 0. 
Since À is an elliptic operator, ay and, 8: induce the same 
topology on the space of solutions of the equations Af = 0 
[6, p. 331; 11, ch. v, Th. XII]. By Proposition 3, G4} > Gy 
0 0 
in D'(0,). Hence Gb — Gy in &(Q,). Now 
(Sis dy DE Gul, b) Re €; Gul). 


Since T = 8'(Q,,) and G,v—> Gb in 6(Q,,), we see that 
XT, Gib) (CT, Gv). Hence (S,, Ÿ) tends to (CT, GY) = GT, v). 
… The second part follows from the property of elliptic equa- 
tions used above. 


Proposition 5. — Assume that Q is hyperbolic. Let Q, 
- be a relatively compact sub-domain of Q bounded by a finite 
- number of disjoint analytic Jordan curves. Let G be the 
Greens’ operator of Qo. Let pe, and let g, be the Green’s 
function in the classical sense of Q with « pole » p [7, 8]. Then 
we have y 

Gop oe &p 


where 6, is the Dirac measure at p. 


Proof. — We first remark that G,6, is the only element 
—T of (Q,) + 8 (Qs) which satisfies the equation AT = à,. 


| 
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One knows that (ae 2>)= o> The lemma will be proved 


if we show that 8 € (0 ) +6! (Q;). 
g is a C® function in Q, except at p. Since g, attains the 
boundary value zero on the boundary [8, § 28. 3] the reflection 


principle shows that g, is C° in Q except at p. Let ge ®(Q) 
equal to 1 in a neighbourhood of p. ?8p is a current of degree 


0, with compact support. (1— 9) g, is C® in Q, and hence 
has a finite Dirichlet integral; moreover (1 —¢) g, vanishes 
on the boundary. It is known that such a function belongs 


to Ho(Qo) [4, § 2.4; 8, § 32.1]. Since g,= og, + (1—¢) 8 we 
have g, e #(Q) + 8’(Q). | 


Remark 3. — Another method to prove Proposition 5 is 
to show directly, without using g,, that Go, attains the boun- 
dary value zero (« Regularity at the boundary »). This may 
be shown as in [1, ch. vir, $ 4] or [4, § 12.3]. | 


6. — The potential with respect to the Green’s function. 


The proposition proved in this section is more or less clas- 
sical. 


Proposition 6. — Let Q be an open Riemann surface which 
has the Green’s function g(p, q) in the classical sense [7, ch. vig 


§ 2]. Then for Ve ®(Q) the function 


h(p) = f gp, 9 AY | 
belongs to BL. 


Before proving the proposition we prove the following 


Lemma. — Let Qo be a relatively compact sub-domain of Q 
bounded by a finite number of disjoint analytic Jordan curves, 


Let go(p, q) be the Green’s function of Q and | « D(Q 0). Then 
ho(p) =f, 80(Ps 9) À 


is C* in Qo. ho(p) is zero on the boundary and one has 


(dho, dhe)xq = <—Ahg, ho). 
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Proof. — Let K be the support of Y and Q’ a relatively 
compact sub-domain of Q, containing K. By Harnack’s principle 
there exists, for q € K, a constant k such that g(p, q)<kg(p, q) 


for each ge K and pe [a . Hence 


<k(f, II) gt 8(P, do) for pe Mo 


Using the symmetry of the Green’s function we see that 


lho(P)| < k’g(qo, Pp) for pe [ ©, 


- where k’ is a positive constant. Since g(q, p) attains the 


boundary value zero we see that hy(p) is continuous in Q, 
and is zero on the boundary. By the reflection principle 
hy is C* in Q, and an application of the Green’s formula yields 
the equality (dho, dho)1~9,) = (— Akg, ho). 

Proof of Proposition 6. — Let {Q,}, k= 1, 2, ... be an 
exhaustion of Q by relatively compact sub-domains (), 
bounded by a finite number of analytic Jordan curves 
[8, p. 25]. We may assume that the support of is contained 
in Q,. Let g,(p, q) be the Green’s function of Q,. Let 


hy(p) =f ee (P, 9 AY (q)s 
h(p) =f g(p, VA ¥(Q) 
By the lemma, 


(dhy, dh), = (— Ahi, hy); 
Se 27 (b, hy); du 
= In [[ai(p, ave. 


Ox x Ox 
Since g,(p, q) tends increasingly to g (p, q) we have, for \, 


Ye (Q), | 
ff ayo + ff evo. 


_ Hence, if hy denotes the extension of h, to Q by zero outside (,, 


h, >h in ay (Q) and [|dh; [lxo < <C, C being a constant inde- 
AA of k. Since dh, is Bounded 44°Le (Q), there exists a 
weakly convergent subsequence {dh,,{ converging say to 
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1 
TelL?(Q). Since dh,, > T weakly in L?, dh,, > T in ® (Q). 
0 . C 4 | 
Since hy —> h in ®’(Q), dh; — dh in 9’(Q). Hence dh, > dh 


in (Q). Consequently T = dh. Since Te L?(Q), dh e L#(Q), 
that is he BL. | | 


Remark 4. — he 4(Q). 


7. — Green’s kernel and the Green’s function. Type 


Turorem. — An open Riemann surface Q is of hyperbolic 
type (in the sense of Definition 1) if and only if Q possesses the 
Green’s function in the classical sense and in this case the 
Green’s kernel is equal to the Green’s function in the clas- 
sical sense multiplied by —1/27. | 

Proof. — Suppose that Q is hyperbolic. Let {Q,} be an 
exhaustion of Q by relatively compact subdomains (, 
bounded by a finite number of disjoint analytic Jordan” 
curves. Let peQ. We may suppose that peQ,. Let g,, 
be the Green’s function of Q, with pole at p. By Proposition 5, : 


Gop = — x 8x,p Where G, denotes the Green’s operator of Q,. 
0 
By Proposition 4, G,6; > Gé, in 9’(Q), the convergence being 
uniform on compact sets not containing p. Hence— a 8k. p> Gp | 
T 


uniformly on compact sets not containing p. Hence Q pos- 
sesses a Green’s function g, with pole at p in the classical 
sense, and one has Gj, = 9x 8p G denoting the Green’s ope- 
rator of Q. It follows that the Green’s kernel is equal to 
the Green’s function multiplied by —1/2r. 

Suppose conversely that Q has the Green’s function g(p, q) 


in the classical sense. Let Pe 9(Q). By Proposition 6 


belongs to BL and one has Âk— 4%. By Proposition 4, Q 
is of hyperbolic type. 
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Remark 5. — The first part of the theorem has been pro- 
ved for plane domains by Deny-Lions [2, ch. mu, Th. 2.1, 
p. 350]. We may also refer to Weyl [12, § 7, § 8]. 


_ Remarx 6. — Another proof of the theorem may be given 
using the notion of the harmonic measure of the ideal boun- 


dary and Remark 4. 


8. — The Invariance of type under quasi-conformal maps. 


_ We shall show that the type of a Riemann surface is 
invariant under quasi-conformal maps. This result has been 
proved by Pfluger [9]. 

Let Q, and Q, be two open Riemann surfaces. Let ®: 
Q, — Q, be a (C*) diffeomorphism which is quasi-conformal 


[8, § 43.4]. Let o e D(Q,) and write o’ = oo. It is easily 
_proved [3, p. 5] that there exists a constant k > 0 independent 
of ¢ such that 


4 , ' 
— (de, do)ros < (d¢’, dp")reos < k(dg, d¢)rxa@,- 
k 


That is, ® induces an isomorphism of 46)(Q,) onto 46)(Q,). 
On the other hand ®, being a diffeomorphism, induces an 
0 


isomorphism of 9 (Oz) onto 9’(Q,). Hence Hq (3) > D'(Q4) 


is continuous if and only if 46,(Q,) > 9’(Q,) is continuous. 
Hence the type is invariant under ®. 


Remark 7. — In the above proof we assumed ® to be C”. 
_If we use Remark 2, it is sufficient to assume @ to be C4. 
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METRIC TRANSITIVITY AND INTEGER-VALUED FUNCTIONS (') 
by Solomon SCHWARTZMAN (Rias). 


Let X be a measure space with measure u. satisfying 
w(X) = 1. 


Suppose ¢ is a measurable map of X onto itself such that 
- mo 1(s)) = p(s) for every measurable set S. Throughout this 
- paper B will denote the additive group of bounded measurable 
integer-valued functions. We will denote by H, the subset 
of B consisting of all functions f(x) in B such that 


O£ f(x) £ p—1 


for all x with the exception that we exclude the function 
which is identically equal to p — 1 from H,. We will follow 
the convention that two functions are to be regarded as 
identical if they differ only set of measure zero. 


THEorEM. — Statements 1,2, and 3, (p any integer greater 
than 2) are equivalent. 
1) o is metrically transitive. 
- 2) Every f(z) in B has a unique representation of the form 
k + a + (2 — Thu +--- + (2 — T)"a, where k is an integral 
constant, «,¢ H,, and «, is not identically zero. 
3,) Every non-negative f(x) in B has a unique represen- 
tation of the form a + (p — Thu +---+(p—T)"«, where 


a,< H, and a, is not identically zero. 


(1) This research was partially supported by the United States Air Force through 
the Air Force Office of Scientific Research of the Air Research and Development 
Command, under Contract Number AF 49(638)-382. Reproduction in whole or in 

part is permitted for any purpose of the United States Government. 
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In the above statements, (p —T)* is the k* iterate of 


the operator which sends f(x) into pf(x) — f(¢(#)). | 
Notice that if we take our measure space to consist of 


a single point and our transformation ¢ is just the identily — 


map, statement 3, simply tells us that any non-negative 
integer can be expressed uniquely in a « decimal » expansion 
to the base p — 1. 


It is easy to see that metric transitivity follows from any 
one of the statements 2 or 3,. Suppose 2 holds and ¢ is not 


metrically transitive. Let f(x) denote the characteristic 
function of a proper invariant subset of X. If 


f(z) =k+a,+--- + (2— T)"a,, 
then (2—T}f(x) = k + (2—T)a, + --- + (2 —T)"*'a,. Since 


f(x) is invariant, (2 — T}f(x) = f(x) so we get two expan- 
sions for f(x). By the uniqueness part of 2), the expansions 
must be identical and therefore f(x) must be a constant, 
which contradicts the fact that f(x) is the characteristic 
function of a proper subset of X. If 3, holds let f(x) be as 
above. Since f(x) is invariant, (p — T)f(x) = (p—1)f(x). 
On the left side of the equation we have an expansion of 
type 3, with «, = f(x) and all other «= 0, while on the 
right hand side of the equation we have an expansion of type 
3, with «, = (p — 1)f(x) and all other «, = 0. Thus we again 


— as AN NE 


have a contradiction of uniqueness. The non-trivial part of our * 


theorem therefore comes in showing that metric transitivity 
implies the existence and uniqueness of the expansions des- 
cribed in 2 and 3,. To prove this we need a preliminary 
result. In all that follows we assume that 9 is metrically 
transitive. 


Lemma. — If f(x)eB and p is any integer greater than or 
equal to two, there exists one and only one pair of functions 
(a(x), I(x)) such that a(x)e H,, I(x) e B and f= « + (p—T)I. 
Moreover the following relations hold between f, « and I. 

a) Ess sup f = (p — 1) ess sup I, with equality holding 
if and only if « = 0, I = constant. : 

b) Ess inf f << (p — 1) (1 + ess inf I). | 

Once we know that a representation of the kind indicated 
exists it is a straightforward verification to show that relations 
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a) and 6) must hold. In fact, suppose that f = « + (p — 2 
_aeH,, eB. Let U be the set on which I assumes its essential 
supremum. For every æeU, (p —T)I evaluated at x is 
obviously > (p —1) ess sup I, with equality holding if 
and only if ç(x) e U. Since a(x) >0, «+ (p—T)I evaluated 
at x is > (p — 1) ess sup I, and equality holds if and only 
if a(z) — 0 and ¢(x)e¢U. If these conditions held for almost 
all points in U we would have ¢(U) < U and therefore by 
metric transitivity U would equal X; moreover «(a) would 
then have to be zero almost everywhere. In that case, we 
would have f(x) and I(x) constants with f = (p —1)I so 
our inequality would in fact be an equality. If these conditions 
de not hold almost everywhere in U, then there is a subset of 
U of positive measure on which f(x) >(p—1) ess sup I and 
therefore ess sup f > (p — 1) ess sup I. 

Similarly, in order to prove 6) let L denote the subset of 
X consisting of all points x for which I(x) = ess inf I. For 
- any weL, « + (p — T)I evaluated at x is less than or equal 
to (p — 1)(1+ess inf I), since a(x) < p — 1. Moreover, 
equality holds if and only if «(x) = p—1 and ¢(z) belongs to 
L. If these conditions held for almost all points of L, by 
metric transitivity L would be almost all of X and so « would 
- equal p — 1 almost everywhere. However this contradicts 
the assumption that « is in H,. Therefore, there exists a 
subset of L of positive measure such that « + (p—T)I evalua- 
ted at any point of the subset is less than (p —1)(1 + ess inf I). 
Thus ess inf f< (p —1)(1 + ess inf I). 

To complete the proof of the lemma we must now show 
that every feB can be expressed in one and only one way 
in the form stated in the lemma. We begin by assigning to 
_ each fin B a function F whose value at any point 2 in X is 
given by the formula 


bas (f(@) fe) 4 FE) si); 
Hin) asics ani ( Dh etc aves 
Clearly F(x) is a measurable function of absolute value one 
- satisfying the equation F(¢(x)) = [F(«)|’. If we denote by G, 
the collection of all measurable functions of absolute value 
one satisfying this functional equation, it is clear that G, 
forms a group under multiplication. As usual we identify 
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two functions in G, which agree except on a set of measure 


zero. 
Now let p stand for the transformation which assigns to 
each f in B the function F in G, defined above. It is trivial to 


verify that p is homomorphism of the additive group of B into — 


the multiplicative group G,. We wish to determine the kernel 
of this homomorphism. 


i 
f 
' 
Fi 
' 
{ 
: 
{ 


We regard B as a subset of L?(X) and let T denote, 
as usual, the transformation sending f(x) into f(9(z)). « 
Since T is a transformation of norm one, the operator « 
series I/p-+ T/p? +... + T"/p"*' +... converges to the : 
operator (p—T)-1. A function in B belongs to the kernel of p « 


if and only if f(x)/p + +: +f(¢"(x))/p"** +... is integer-valued ; 


that is, if and only if (p — T)“f belongs to B. Thus every * 


f in the kernel of p can be expressed in one and only one 


way in the form (p —T)I, where I belongs to B. Thus the lemma | 


will be proved if we can show that each coset of the 
homomorphism contains exactly one element of H,. 


Now let g be any function in G,. There is one and only one © 
function a(x) such that 0 < a(x)<1 and g(x) — exp 2ria(x). « 


The set S of points at which «(z) is a p-adic rational is clearly 
invariant under + because of the equation g(o(x)) =([g(x)|?]. 


In fact, if 0 denotes the set of points at which a(x) =0, * 


it is clear that S= Y ¢*(0). It is obvious that 9 (*1{0) > 97"(0). 


Since + is measure preserving (0) = u(S) because S is defined 


the union of an increasing sequence of sets, with all sets in — 


the sequence having the same measure and therefore differing : 


by a null set from the set 0 which begins the sequence. Since 9 
is metrically transitive and S is invariant, S is either the whole 
space or a null set. Since S differs from 0 by a null set it follows 
that if g is not the function which is identically 4, the set of 
points æ at which a(x) is a p-adic rational is a null set; i.e., 


a(x) admits of a unique expansion as a p-adic decimal almost | 


everywhere. Thus, if «(x) is not identically zero there exists 
a unique sequence of integer-valued functions e,(x), ..., ex(x), … 
taking values from zero through p—1 and satisfying the equation 
(ar) = e(2)/p + e(x)/p? +--+. Since exp 2nia(¢(x)) = exp 2nipa(a) 
it follows that e(c(x))/p + e(¢(x))/p? + --- differs from 
(x) + &(x)/p + +: + e,,(x)/p* +--+. and hence from 
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és(%)/p + ++. + ex.1]p*+ -++ by an integer. Since, however, 
- both these expression represent functions taking on values 
greater than or equal to zero but less than one it follows 
that they must be equal. Since, moreover, the set of points 
æ for which «(x) is a p-adic rational is a null set not only the 
functions but the expansions as p-adic decimals must be 
identical almost everywhere; 1.e., e,(¢(x)) = e,:1(x) and therefore 
ex(z) = e,(¢*-4(x)). Clearly e,(z) belongs to H, and we have 
g(x) = exp 2tt(e,(x)/p + --- + e(¢*(x))/p*+! + ---). Moreover no 
other function in H, would serve in place of e, since that 
would give a second p-adic decimal expansion for «(x). Thus 
for each g in G, there is one and only one function in H, 
which gets sent into g by the homomorphism p. This completes 
the proof of the lemma. 

‘We now proceed to the proof of our main theorem. Let 
f be any function in B. Then f= & + (p—T)I, where 
d = H,, Le B. Inductively we define «, and I, in H, and B 
respectively by the equation I,_, = «, + (p —T)I,. Then by 
successive substitutions we see that 


f= % + (p — TT) = & + (p — The + (p — TPL =... 
= % + (p — Tu +: + (p— Te + (p — T) HL, 


Applying the two inequalities of our lemma to the represen- 
tation I,_, = «, + (p — T)I, we get ess sup I,_,>(p — 1) 
ess sup I, and ess inf I,, < (p — 1)(1 + ess inf I,). Next 
let a, = ess sup I, — ess inf I,. By subtracting our two ine- 
qualities we see that a,_, > (p — 1)(a, — 1). Therefore, 
Qn_1 > a, —1, and since the numbers a, are integers, a,_1 > a,. 
Thus the sequence {a,} is a decreasing sequence of non- 
negative integers and so must eventually equal some non- 
negative integer k. 
_ We wish to show that k must be zero. Suppose this is not 

the case. Then in the inequality ess sup I, = (p — 1) ess 
sup L,,, we could not have equality holding, since the complete 
statement of inequality a) of our main lemma tells us that 
if equality holds I,,, must be a constant. If that were so 4,41 
and therefore k would have to be zero. 

In the remaining case, since we are dealing with integers, 
our inequalities become ess sup I, 1 + (p — 1) ess sup In41 
and ess inf I, < — 1 + (p—1)(1 +ess inf [,,,). Subtrac- 
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ting and taking n sufliciently large we get 
kZ22+(p—1)k—1) 


or equivalently (2 — p)(k — 1) > 1. Since p is greater than : 
or equal to two this can only be the case if k is zero. Thus for | 
sufficiently large values of n we get ess sup I, = ess inf L,; « 
i.e., I, is a constant. If we let N be the smallest integer for ! 
which Iy is a constant, then clearly n > N implies I, is a 
constant. 

Let us next confine our attention to the case p = 2. Since 
Iy is a constant, Iy =0+(2—T)In; ie., oxy, = 0 and 
Ix+1 = Iy. Proceeding inductively we see that «, = 0 for 
n>N+1. Now the equation 


f = % + (2 — The + --- + (2 — T)®ay + In 


holds, since (2 — T)" HI, = Iy. This shows the existence of » 
the representation described in 2) of our main theorem. 
Moreover, if f = % + (2 — T)a, + + + (2— Ta, + kis any 
representation for f of the type described, it is clear that 
f= a + (2—T)(q + + + (2—TY a, +k) and so % =a 
by the uniqueness part of our main lemma. Proceeding induc- 
tively, we see that a, = à; for all i. Finally, solving for k and 
Iy in each of the equations giving the two representations for 
f shows that k = ly. This shows the existence and uniqueness 
in the case p = 2. 

For p greater than 2 the proof that there is at most one 
representation of the type described proceeds exactly as 
above. To complete the proof we therefore need only show 
that there exists a represehtation of the type described and 
for this we need only show that I, is eventually zero. Since 
we are now in the case 3, we have available the assumption 
that f(x) is non-negative. Thus using our inequality b we see 
that 0 < ess inf f << (p — 1)(1 + ess inf I,) and so ess inf 
I, > — 1; or, since we are dealing with integers, ess inf 
I, = 0. Proceeding inductively we see that ess inf I, > 0 
for all n. On the other hand, by inequality a) ess sup I, < ess 
sup I,/(p — 1)“. Thus for sufficiently large values of n, ess 
sup I, 0 and ess inf I,>0; ie, ess sup I, = ess inf 
I, = I, = 0. This completes the proof of our theorem. 


Ann. Inst. Fourier, Grenoble 
10 (1960), 303-306. 


EXISTENCE DE NOYAUX SUR R%R, 
INDÉFINIMENT DIFFERENTIABLES 
DANS L'OUVERT {(2, yeRXR, 2£y}, 
SEMI-RÉGULIER EN x, NON SEMI-RÉGULIER EN y (‘) 


par Henri MOREL (Paris). 


On rencontre en théorie de l’hypoellipticité des noyaux- 
distributions dont on doit vérifier qu’ils sont simultanément : 
indéfiniment différentiables en dehors de la diagonale, semi- 
régulier en x et semi-régulier en y. On peut se demander 
(lettre de M. Trèves à M. Schwartz) si les deux premières 
propriétés entraînent la troisième; on montre que non en 
construisant l’exemple suivant. 

Soit a(x) une fonction réelle d’une variable réelle, indé- 
finiment dérivable, à support dans (— 1 < x < 0) et telle 


ques D alr) < y dans (LL <)a-& 0); «(—5)= 1 
IRC dx =; oe < |z| pour «> +; a est décrois- 
sante pour ¢£>—-—° Alors si æ—>0, Vp > 0, «(x)/a? — 0. 

dPa(x)| 


dx? 


Soit Mp = sup 
ER 


(1) L. Scmwanrz, Théorie des distributions, tome I, 2¢ édition, p. 138, Paris, 
_ Hermann. 
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Soit g(x, y) la fonction définie dans R? comme suit : 


pour t<K—yz etre > 0, on a g(x, y) = 0; 
1 4 
pour —y tS Tay nS > 2, on a 


g(æ, y) = «[(e+3:)/ a] a[(—v +)/e(==)} 


Vérifions successivement que 

I. g(x, y) est un noyau indéfiniment différentiable en dehors 
de la diagonale : c’est une fonction indéfiniment différentiable 
dans le complémentaire de l’origine et bornée donc localement 
sommable; elle est d’ailleurs indéfiniment dérivable en x et 
en y partout : les dérivées à l’origine sont toutes nulles; mais 
la fonction g(z, y) n’est pas continue en ce point; on peut 
d’ailleurs construire un exemple ayant les trois propriétés 
que nous vérifions pour g(x, y) et en plus celle d’être partout 
différentiable jusqu’à un ordre fini quelconque. 

II. Elle n’est pas semi-régulière en y: 

Soit u(x)e D(R), u(x) = 1 pour —1<2<0; la distri- 


bution : 
)— > f Tee 8( (x, y) u(x) o(y) dx dy 
est définie par la fonction : 
NX g(a, y u(x) de = [° g(a, y) dx. 


Il suffit de voir que I(y) n’est pas dérivable pour y=0: 
on a 1(0)=0; pour 


Yn = Co} ++ A—(5)) (2, y) = a ae 


“Nev ready Peat 
done ty) = (+) X +; Si n tend vers | re 
différentiel \2/ 2 + « le quotien 


I(yn) — 1(0) _ 1 (2) 1 


ee Ce 


EXISTENCE DE NOYAUX suR RX R 305 


d'ailleurs, d’autres suites de quotients différentiels 0: il 
ny a même pas de dérivée à droite. 


e LIL. “ de est semi- fie en x: soit pe D(R); la distri- 
bution u(x (R) > ff el (a, y) u(x) v(y) dx dy est définie par 
la fonction on errs y) He fie pour æ£ 0, il est clair 


que J est indéfiniment dérivable; voyons-le pour x — 0: 
soit |r(y)|< M; soit n(x) l’entier tel que ee 
(pour «<0) on a donc: 2S 9x9 (4) on a 


|| 
| 1 I 
lat, y)i< al (— yr ao) (ae) 
on a 


J(0)=0; (Ja) <M fale, y)dy <7 M a(— 595) <y Male) 


J(x) — 0 
“A 


donc, = + M ae) — 0 six — 0 et J(x) a une dérivée 


première J’(0) = 0. 

|J(a)| est majorée par une fonction a(x) dont toutes les 
dérivées sont nulles pour z= 0; cela implique que J’(0) 
existe et J’(0) = 0, mais une fonction satisfaisant à ces condi- 


tions seulement pourrait trés bien ne pas avoir d’autres 
fl 


LA zi 
_dérivées goby Sty), =2 et." sim, es). Montrons que J(z) 
est indéfiniment dérivable pour x = 0 par récurrence : sup- 
posons que J?(0) existe et J?(0) — 0; on a 


=| [ee 9 pay |< M 5 8(&, y ) dy 
or, 
1 1 
BTE BEY IE Sue 
2 g(a, y) = 2a? Aa Lu 
da ® 4\ poe 
G)"/ xs) 


donc 


nee or (377) 


270 
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donc, d’après (1), 
J(x) 


7x0 


< M.m,.2p-1a(zx)/x? 


donc 


| J?(x) — J?(0)|/|a| <M.m,.2pa(x)/ar?+1 +0 si 
Done J?+1(0) existe et JP*1(0) = 0. 


x — 0. 


Ann. Inst. Fourier, Grenoble 


10 (1960), 307-336. 


CATEGORIES INDUCTIVES ET PSEUDOGROUPES 
par Charles EHRESMANN (Paris) 


Le but de cet article est de préciser certaines notions algé- 
briques qui permettent d’esquisser une théorie générale des 
structures locales. Il sera suivi d’une étude des pseudogroupes 
construits à partir d’un groupoide différentiable, où seront 
développés en particulier les notions et résultats résumés 


dans [4]. 


4. — Groupoides inductifs. 

Nous précisons et complétons ici exposé qui se trouve 
dans [1]. Etant donnée une catégorie, nous désignons encore 
par a la fonction qui associe à tout élément de la catégorie 


son unité à droite, par B la fonction qui lui associe son 
unité a gauche. 


Dérinition. — Un groupoide inductif est un groupoide 
@ muni d’un foncteur généralisé covariant + de © dans ©, 
appelé foncteur d’induction, un élément de 9(f), où f e ©, s’appe- 
lant élément induit par f. Ce foncteur vérifie les axtomes suivants: 

1) Pour se œ(a(f)), f e ©, i existe un seul ge¢(f) tel que 
s = a(g); g est appelé élément induit par f sur s. 

2) Si f'eg(f), alors g(f) e g(f). 

3) g(f) = lf) entraîne f =f’. 

4) Pour toute sous-classe A de ¢(f), il existe un ge¢/(f) tel 
que À c œ(g) et que geo(h) pour tout h tel que Ac 9(h). 

Ces axiomes entraînent les propriétés suivantes : | 

¢(a(f)) = « (9(f)); ceci résulte de la définition d’un foncteur 


Î 


Lu 
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généralisé [1] qui donne les relations: o(f)o(a(f)) = 9(f) et 
Gif = a " 

ACER oe c’est-à-dire les éléments induits par f~* 
sont les inverses des éléments induits par f. 

L’élément g de 4) est unique et s’appelle l’agrégat de A; on 
le désignera par U A. L’agrégat d’une classe d’unités est une 
unité. «(U A) = Ua(A); B(U A) = UB(A); Ug(f) = f. 

La relation g e ¢(f) est une relation d’ordre que nous noterons 
g + f. Les fonctions « et et la loi de composition de © sont 
compatibles avec cette structure d’ordre. Toute classe majorée 
A admet une borne supérieure U A. Nous supposerons doréna- 
vant que S admet un plus petit élément noté 0; si cette condi- 
tion n’est pas vérifiée initialement, nous compléterons © par 
l’adjonction de l’élément 0 tel que 0 + f pour tout f e © et 
a(0) = 0, 0.0 — 0. Toute famille A de © admet alors une 


intersection ou borne inférieure; c’est l’agrégat de () o(f). 
fea 


Une classe munie d’une relation d’ordre telle que toute 
partie admette une intersection s’appellera ici une classe 
inductive. Il en résulte existence d’un agrégat pour toute 
partie majorée. En particulier © et ©, sont des classes induc- 
tives, ©, désignant la classe des unités de ©. 

On peut étendre la multiplication définie dans © a tous les 
couples (f”,f)e&S X ©, en posant f’f = g’g, où g est l’élément 
induit par f tel que B(g) = a(f’) n B(f) et g’ élément induit” 
par f’ tel que «(g’) = «(f’)nB(f). La multiplication ainsi” 
étendue sera appelée pseudomultiplication dans ©, Elle possède: 
les propriétés suivantes: Elle est associative. Sa restriction 
aux couples d’unités de © est commutative. Les unités de © 
forment une classe d’éléments idempotents (il peut y en avoir 
d’autres). Elle admet au plus une unité, l’agrégat, lorsqu’il 
existe, de toutes les unités de ©. Si cette condition n’est pas! 
remplie, on peut toujours compléter © par l’adjonction d’un. 
élément Q qui soit une unité pour la multiplication de S et 
pour la pseudomultiplication, Les éléments induits de fe © 
sont les pseudoproduits de f avec les unités de ©. Le groupoide 
inductif © considéré avec sa pseudomultiplication sera appelé 
pseudogroupe. | 

Inversement, soit @ une classe munie d’une loi de composi- 
tion appelée pseudomultiplication, partout définie et associa- 
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tive. De plus, supposons donnée une classe ©, d'éléments 
- idempotents, stable pour la pseudomultiplication, telle que les 
conditions suivantes soient vérifiées : 

1) La restriction de la pseudomultiplication à ©, est commu- 
tative. 

Soient e et e’ deux éléments de ©, tels qu’il existe se ©, 
satisfaisant à l’équation e = e’e. Alors nous écrivons e + e’ 
et on montre que cette relation est une relation d’ordre dans 
©,, équivalente à la relation e = ee’. Tout couple d'éléments 
(e, e’) de ©, admet une borne inférieure à savoir ee’. 

2) Pour tout fe ©, la classe des éléments e e ©, tels que 
fe =f admet une borne inférieure «(f) vérifiant l’équation 
fa(f) = f; de même la classe des éléments e e S, tels que ef = f 
» admet une borne inférieure f(f) vérifiant l'équation f(f)f = f. 

(Il-en résulte que fe = f est équivalent à «(f) 3 e.) 

_ 3) Pour tout fe ©, il existe un f'e@ tel que ff = a(f) 

et ff’ = B(f) 

Proposition. — L’axiome 3) entraîne l’existence pour tout 
Pao aun élément | pie que, ff, — af), ff “= Bf) et 
a(f=) = BF). 

Montrons que ff) + «(f’). En effet, on a: 


ff'a(f’) = Bf) = Far). 


En multipliant par (ff’)’, ona 
a(ff’) aff”) = aff") = B(f) = Bf) « 
Soit f-' =f’ B(f) et montrons que: f—'f = «(f) et ff-' =8B(f). 


En effet : 
ff BP = FT = «(f)- 
ff-' = ff" BF) = BP). 


De plus on a: a(f—') = f(f), en vertu du lemme: 


Lemme. — a(fe) = ea(f), B(ef) = eB(f), où ee G. 

Posons «= a(f)e et montrons que a(fe) = «. L’équation 
fe = (fee entraîne a(fe) 3. L’équation fea(fe) = fe entraîne, 
en multipliant à gauche par Fie a(f)ea(fe) = ial fle ae ea(fe); 
dot. € + a(fe) et par suite æ(fe) =, c’est-à-dire a(fe) = ea(f). 
On démontre de méme la déniènie formule. 

Dans © on définit la relation f + f’ équivalente a: il existe 
ee ©, tel que f—f'e. Cette relation est une relation d’ordre : 
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f2f' et f’3f" entraînent évidemment f + f”. En vertu de 2), 4 
onaf <f. Enfin, f= f’e’ et f’ = fe entraînent : 
f' = fe=fiee = feee — fee = f. 

En ste a lemme et del’axiome 2), f + f’ entraîne «(f) = «(f’) 
et B(f) 3 B(f’ 

Soit A une arr ch de ©, admettant une borne inférieure dans! 
G. Alors cette borne est aussi borne inférieure dans ©. De 
même, si Ac ©, admet une borne inférieure dans ©,, celle-ci. 
est aussi borne inférieure dans ©. Ceci résulte du fait que 
tout élément inférieur à une unité est une unité. Nous poserons 
encore l’axiome suivant : 

4) Pour la relation d’ordre dans ©,, toute partie de ©, admet: 
une borne inférieure. (Cet axiome entraîne l’existence d’un 
plus petit élément noté 0). 

Si A est une partie majorée de ©,, (il revient au même de 
supposer majorée dans ©, ou dans ©), alors A admet une 
borne supérieure dans ©,, égale à la borne inférieure des 
majorants de A, dans ©,; remarquons que cette borne supé- 
rieure est aussi borne supérieure de A dans ©. 


THÉORÈME. — La donnée de ©, et de la pseudomultiplication 
vérifiant 1), 2), 3), 4) détermine sur © une structure de groupoide 
inductif : la classe de ses unités est S,; sa multiplication est la 
restriction de la pseudomultiplication donnée aux couples (f’, f) 
tels que a(f') = B(f); le produit correspondant sera désigné par « 
f'. f; l'inverse de f est l'élément f-' dont nous avons prouvé l’exis- | 
tence. La relation d’induction f < f’ est la relation d ordre définie 
ci-dessus; la pseudomultiplication donnée coincide avec la 
pseudomultiplication déduite de la loi d’induction et définit 
sur © une structure de pseudogroupe. 

Démontrons que ©, est la classe des unités de @. Siee <S,, on 
a a(e) = B(e) =e d’après 2). Si f.e est défini, on a a(f) = Be) =e, 
donc f.e = fa(f) =f. De même si e. f est défini, on a e.f=f. 
Donc e est une unité. Sie est une unité, ea(e) = € = a(e) e ri 

Si f’.f est défini, on a a(f’.f) = a(f) f) et BF’.f) = B(f’). 
effet, si ee@,, fe=f est équivalent a f'fe=f'f; car 
cette dernière équation entraîne f’~'f’ fase À —'f'f, c’est-à-dire 

a(f’)fe = = a(f’)f, ou encore, comme a(f mA , fe =f. De 
même ef’ = f’ est équivalent à e(f’ Bie vn feG : eye précéde 
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montre que © est une catégorie pour la multiplication restreinte. 


> D'autre part l’élément f-' est l'inverse « à gauche » de f pour 


D 


la multiplication restreinte, car a(f-') = B(f). Donc S est un 
groupoide pour la multiplication restreinte d’après le lemme: 


Lemme. — Si dans une catégorie tout élément x admet un 


inverse à gauche x’ (tel que x'x = a(x)), cet inverse est inverse à 


droite (c’est-à-dire xa’ = B(x)); la catégorie est un groupoide et 


- x’ est l’inverse de x. 


En effet, soit z’x = a(x). On a 
aa')=Bla) et Gaz) = f(x) = a(2). 


Donc 7x est défini: (xx )(2r) = trait = ca(x)r — xx. 


Il existe y tel que 


, , 


y(n") = a(n") = B(x) = (ox) (ua) = Blw)aa" = ae’, 


maonc rt = B(x). 


Proposition. — La relation d ordre f < f' est encore définie 


- par: il existe e’ e ©, tel que f = e’f’. 


Montrons que f’e = B(f’e)f’. En effet: 
LA tLe ie ey ep fe 8 p= fe. 


Nous avons utilisé ici la formule (ge)—* = eg qui s’obtient 


» en écrivant: (eg) (ge) = e a(g)e = e a(g) = a(ge). Donc eg” 


est inverse « à gauche » de ge. Il est aussi inverse « à droite » 
d’après le lemme précédent. 

On démontre de même que e’f = fa(e’f). 

Pour compléter la démonstration du théorème, montrons 
que la fonction qui associe à f la classe des éléments f” < f 
est un foncteur généralisé. Soit h = g.f; pour tout ee ©, 
on a: he = (g.f)e = gfe; posons f’=fe et g’ = gB(f’); alors 
x(a’) =B(f")a(g) = B(P)B(f) = BP) et ef’ = e8lf' If’ = efe = he. 
Inversement, soit g’ = ge et f’ = fe’ tels que a(g’) = f(f"); 
alors g’f’ = gefe’; d’après le dernier lemme, ef = fe”, donc 


“gif! = ee 3h. 


Si g et f sont des éléments quelconques de ©, leur pseudo- 


produit déduit: de la loi d’induction est leur composé gf; en 


effet gf = gas) PAF = (ge) (ef), où e = o(8)B(f). 


Démontrons que deux éléments quelconques f et g de © ont 


une borne inférieure, Soit L la classe des éléments tels que 
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12 f et 13 g. Montrons que ces éléments / ont un agrégat; 


soit e = U a(l), f’ = fe et g = ge. Alors f’=g’: En effet f’ 
leL 
et g sont deux éléments ayant même unité à droite et qui 


induisent des éléments égaux sur tout € = a(l); on démontre 
que fB(f’) est l’agrégat des B(f’e) et comme f'e—g'e, on a 
8(f’) = B(g’). Le composé g’—'.f’ est donc défini; il induit sur, 
chaque € l’élément (g’e)~*.(f’e) =e. Par conséquent l’agrégat 
des € est induit par g’—'.f’; comme e=a(g’—'f’), onae=g'.f’. 
Il en résulte g’ = f’ et cet élément est la borne inférieure de 
f et g. 

Si À est une partie bornée supérieurement dans ©, alors 
il existe un agrégat UA, qui est l’élément fe où e = Ua(A) et 
où f est un majorant pour A. En effet, fe est un majorant de A; 
soit g un majorant quelconque de A; alors fe = ge, d’après 
la démonstration qui précède; done fe < g, c’est-à-dire“ 


fe UA. 


Deérinition. — Un sous-pseudogroupe d’un pseudogroupe 
© est une partie ©’ de © qui vérifie les axiomes suivants : 

1) Le pseudoproduit fg de deux éléments f et g de S’ appartient 
à ©’. 

2) L’inverse f—" de f e S’ appartient à ©. 

3) L’agrégat d’une partie de S’ majorée dans © appartient à ©. 

L’axiome 3) appliqué à la partie vide de ©’ entraîne que : 
0e”. 

Ces axiomes sont équivalents aux suivants : 

a) ©’ est un sous-groupoide de la structure de groupoide de 
© (relativement a la multiplication restreinte). 

b) Sieest une unité appartenant à ©’ et sif e ©”, alors fe e ©’. 

c) L’agrégat d’une famille d’éléments de @’ majorée dans 
© appartient à ©’. 


Remarque. — La classe des unités ©, de ©’ est une sous- 
classe de ©, stable par rapport à l’intersection de deux élé- 
ments et par rapport à l’agrégation dans ©,. Cependant, 
l'intersection de deux éléments f, et f; de ©’ appartient à ©’ 
si la relation de compatibilité suivante est remplie : 


af 9 fa) = a(f) 9 (fa), 
relation équivalente à: fin fe =fi(a(f) n «(f2)). 


a Lace 
' 


- 
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On rencontre aussi des sous-classes ©’ de © satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

©’ satisfait 1), 2), et 

3) L’agrégat d’une partie de 6’, majorée dans ©’, appartient 


Une telle sous-classe ©’ sera appelée sous-pseudogroupe 
faible de ©. Elle vérifie encore a), b) et contient l’intersection 
de deux éléments de ©’ liés par la relation de compatibilité. 

On peut remplacer 3) par un axiome 3”) encore plus faible 
que 3’): 

3”) Toute partie A de @’ majorée dans @’ admet une borne 
supérieure pour la relation d’ordre induite dans ©’ (mais cette 
borne supérieure n’est pas forcément l’agrégat de A dans ©). 

Une classe ©’ qui vérifie 1), 2) et 3”) est encore un groupoide 
inductif pour la relation d’ordre induite dans ©’. Nous dirons 
_que ©’ est un pseudogroupe contenu dans ©. 

L’intersection d’une famille de sous-pseudogroupes de © 
est un sous-pseudogroupe de ©. Si B est une sous-classe de ©, 
l’intersection des sous-pseudogroupes de © contenant B sera 
appelée sous-pseudogroupe de © engendré par B. 

En particulier, soit B une partie de © vérifiant les axiomes 
1) et 2) et soit ©’ le sous-pseudogroupe engendré par B. Alors 
©’ contient les agrégats dans © des parties de B. En particu- 
lier ©, contient l’agrégat d’une classe d’unités A appartenant 


a 


a B. Donc sie’ est une unité de B, ©, contient aussi 


ea (Ue) =e Ue). 
eGA \eEA v Ls oe 3 
Supposons vérifié dans ©, l’axiome de disiributivité suivant : 


(D) Bid fb Eno CON 


eEA | eGA 
ou (Ue) = U (e’e). 
\eEA eGA 


Alors on montre que ©’ est la classe des agrégats des familles 
d’éléments de B. Dans ce cas, nous dirons que B est une base 


du pseudogroupe ©". 
On est ainsi conduit a poser la définition suivante : 


Dérinirion. — Un groupoide inductif © sera appelé grou- 
oide local lorsque la classe ©, de ses unités vérifie l’axiome de 


 distributivité (D). 


| 


: 
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Proposition. — Si ©, vérifie l’axiome (D), alors © vérifie 
aussi l’axiome de distributivité : 
fo(Uf=Ulten 
Sea fea 
où A est une classe majorée d'éléments de ©. 
En effet, soit g—(UA)nf. Démontrons que l’on a: 
g=(UA)n e=U (fng). Comme g et f sont induits par 
fea 14 LÆ 
UA, l’unité à droite de (UA)ng est a(U A)n a(g), l'unité 
à droite de U (fn g) est U (a(f)na(g)). Comme a(UA) 
fea fea 
est l’agrégat des a(f), où fe A, l’axiome (D) dans © donne 


a(UA)n a(8)= U (aif) na(g)). Il en résulte 
(UA)ng= [fn 8), 


fea 


car les deux membres de cette égalité sont des éléments 
induits par UA. De plus fn f’=fng, car g<f" et fnf'<g. 
Done g =U Gs ‘ive 

Soit ©’ un sous-pseudogroupe du pseudogroupe ©. Sur tout 
e e ©, la donnée de ©’ détermine [1] une paratopologie T(S’, e); 
c’est la classe des éléments 9(e)n ©. Tout fe SG’ détermine 
un isomorphisme de la paratopologie T(@’, «(f)) sur T(S’, B(f));. 
c'est l'application: e—>f(fe), où ee T(G’,a(f)). Si ee, 
e, € ©, alors T(S’, e,) est la paratopologie induite sur e, par 
T(S”, e). | 

Soit € le groupoide inductif de toutes les applications — 
biunivoques (d’un ensemble quelconque sur un ensemble 
quelconque). Un sous-pseudogroupe [' de € sera appelé un 
pseudogroupe de transformations. En particulier, supposons « 
que les unités de I’ admettent un agrégat qui sera l’application — 
identique d’un ensemble E. Alors l est appelé pseudogroupe 
de transformations sur E. C’est un sous-pseudogroupe du 
pseudogroupe Gr de toutes les applications biunivoques d’une 
partie de E sur une partie de E. Le pseudogroupe de transfor- 
mations [ détermine sur E une topologie T(L, E) dont les 
ouverts sont les ensembles a(f), où fe l'; chaque feT est un 
homéomorphisme de «(f) sur 6(f) par rapport à cette topologie. 
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Un exemple de sous-pseudogroupe faible s'obtient de la 
= manière suivante: Soit E un ensemble muni d’une topologie 
T non séparée. Soit ©, la classe des ouverts séparés de E et 
©’ la classe des homéomorphismes dont la source et le but 
appartiennent à ©. Alors ©’ est un sous-pseudogroupe 
faible de Gr. 

Un exemple de pseudogroupe ©’ contenu dans © s’obtient 
de la manière suivante : ©; est la classe des ensembles convexes 
contenus dans R" et ©’ est la classe des isomorphismes affines 
d’un convexe sur un convexe. 
» Les pseudogroupes d’isomorphismes locaux [1] sont aussi 

des exemples de pseudogroupes. Soit S un pseudogroupe et 
soit ©’ la classe des triplets (S’, f, S), où S et S’ sont des élé- 
ments de ©, fe ©, «(f) 3S, B(f) 3S’. Munissons @ de la 


pséudomultiplication suivante : 


AREA isacnesns Lalla PUS ae: 
Se fr 51) (5, 6 5) (0, 0, 0) SOLE, De 

Soit © la classe des éléments idempotents (5, e, S), où 
e 35e @,. Alors S est un pseudogroupe : Les éléments induits 
- par (S’, f, S) sont les éléments (S’, fe, S), c’est-à-dire (S’, g, S), 
où g + f. La multiplication restreinte est : 


4 (Si, fi, Si) (S', 8 8) = (S;, ff, S) si S=S' et aff) = B(f). 


Si l’on restreint la pseudomultiplication a: 

US 5a) (9 of 3) = (Si, fif, 8). si et) seulement sj,.5, = \S’, 
- alors S' devient une catégorie dont les unités sont les triplets 
_(S, S, S). Le groupoide des éléments inversibles de @' s’identifie 
avec ©, en identifiant (S’,f,S) avec f lorsque «(f)=S et B(f) =S’. 
Donc @ est une catégorie d’homomorphismes pour © (appelée 
» catégorie des isomorphismes locaux déduite de @ dans [1]). 


Due Catégories inductives. 


Dérinirion. — Une catégorie inductive est une catégorie 
© munie d’une relation d'ordre appelée loi d’induction, la classe 
- des éléments f’ induits par f, c’est-à-dire tels que f’ = f, étant 
» notée I(f). Cette loi d’induction vérifie les axiomes suivants : 

4) Il existe un sous-groupoide © de © admettant les mêmes 
- unités que © et tel que, si 9(f)=I(f)n ©, pour tout fe, 
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alors + est un foncteur d’induction dans le groupoide ©. 
Remarquons que ¢(e) est alors une classe d’unités lorsque 
ee ©, (classe des unités de @). 

2) Soit p(h) =(B(h), a«(h)), pour heC. Alors Vapplication 
p applique I(h) d'une façon biunivoque sur une partie de 
TOPECO) de | 

3) Toute partie de & a une borne inférieure. Il en résulte que 
toute partie À majorée de © admet un agrégat UA. 

4) Si hy et hy sont induits par he ©, on a: 


a(h, 1 hy) = a(h,) n (he); B(hy Nn he) = B(h,) n B(he). 
5) a(UA)=|Ja(h),  B(UA) =U Ba). 


hea 


6) I(h’h) = I(h')I(h). 


Remarquons que ces axiomes entrainent que © est une espèce. 
de structures inductives au-dessus du groupoide inductif 
© x © (voir [1]). La notion de catégorie inductive exposée 
ici est équivalente à celle de catégorie inductive de morphismes 
de [1]. 

L’axiome 2) peut encore s’énoncer : 

2") Sihe ©, ee @,, ce’ e ©, e < a(h), e’ 3 B(h), alors il existe” 
au plus un h’ < h tel que a(h’) = e et B(h’) = e’. 

Remarquons que les axiomes 2) et 4) entrainent: Si h, 3 h, 


hy 3 h, (hy) 3 ah), B(x)  B(ha), alors on a hy + hy. 


Proposition. — ©, est une sous-classe inductive de ©, c’est- 
à-dire que si e et e’ € G,, alors ene’ & ©, et si E est une sous- 
classe de ©,, majorée dans ©, alors UE e ©,. 

En effet, il résulte de l’axiome 5) que, si E est une classe 
d’unités, majorée dans ©, alors a(UE) = Ua(E) =UE&G,. 
Soit e et e’ eG, ef je’ =<, efle’ =e’; alorse 4e’. Inversement | 


S 
soit A la classe des u e © tels que u + e et ue’; ona a(u) + e et | 
a(u) 4e’, d’où a(u) + e; de même f{u) 4e. Or c’ = UA, done 
a(e’) 4e et Be’) + e d’après l’axiome 5). Comme & et €’ sont 
induits par e, on a ¢’ 4€, donc € = ¢’ et, puisque ee ©, ona 


c'eC,. 


Proposition. — Si A est une classe d'éléments de ©, majorée 
dans 6, l’agrégat UÇA de A dans © est identique à Vagrégat UA 
de A dans &. 


a 
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En effet, «{(UA)=Ua(A)=a(U£A), B(UA)—=UB(A)=B(USA). 
Or UA UL A et, en vertu de 2), ona UA ath 

Si A est une sous-classe de SG, on a NgA + NA. 

On peut étendre la multiplication ee © en posant : 

Wh=U(l'l), où I’ Sh’, lsh, a(l’)=6(l), lorsque cet 
agrégat existe. Cette multiplication nto appelée pseudo- 
multiplication est associative. Remarquons que si f et f’ appar- 
tiennent a ©, leur pseudoproduit ainsi défini dans ©, s’il 
existe, peut être différent du pseudoproduit défini dans © 
par ib structure de groupoide inductif de ©. 

On voit que a(h’h) 3 a(h) et que B(h'h) 3 B(h'). Si ee G, 
et sie < a(h’), alors h’e est défini et on a h’e = h’. De même, si 


e = G(h), alors eh est défini et on a eh + h. 


Remarque. — Si pour tout eeG,, la classe I(e) est un 
- ensemble, on peut démontrer par récurrence transfinie que h'h 
est toujours défini. 


Proposition. — a(h) est l'intersection de la classe E des 
ee ©, tels que he =h; de même B(h) est Vintersection de la 
classe E’ des e' eG, tels que eh =h. 

En effet, ha(h) =h, donc NE < a(h); inversement, si he = h, 
alors a(he) = a(h) < e, d’après ce qui précède, donc a (h ) 3NE; 
de même 6(h) = NE’. 

Remarquons que © peut être réduit à ©; mais le cas le 
plus intéressant est celui où © est la classe de tous les éléments 
 inversibles de ©. Cette notion est alors équivalente à celle de 
catégorie inductive d’homomorphismes (voir [1]). On peut 
. définir une telle catégorie à l’aide des axiomes 2’), 3), 4), 5), 6), 
7), 8), ou: 

7) Si f est inversible et ee ©,, e < «(f), il existe un élément 
- inversible unique g < tel que «(g) = e. 

8) L’agrégat d’une famille d’éléments inversibles majorée 
par un élément inversible est inversible. 

Une famille d’éléments (;) de © est dite re sl: 


a(hnh) = a(h)n ah), Bin hy) = Bi) 9 BA). 
Une catégorie inductive sera appelée oe si toute 


famille (h;) compatible et telle que Lath) et LJ B(hi) existent 
_ admet un agrégat dans ©. i i 
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Si l’axiome (D) est vérifié dans ©,, il est vérifié dans ©, qui 
sera appelé alors catégorie locale. 


me? eon ve) AE SN 


8 


Une catégorie inductive sera dite régulière si elle vérifie © 
les axiomes supplémentaires : a) Si he ©, ee ©, e 3 a(h), « 


alors a(he) =e. b) SiheG, ee C,, e’ 36 (h), alors B(e’h) =e’. 


Elle sera dite normale à droite (resp. à gauche) si elle vérifie a) 


(resp. b))et:c)sif eS,e + a(f),eeG,, alors fee (resp. e’ & B(f), « 


e'eC,, alors e’f e ©). 


Proposition. — Dans une catégorie inductive régulière, 


h'h est défini pour tout couple (h', h) et ona: h’h= (h’e)(eh), où 


e = a(h’) n B(h). 


En effet, soit 1 < h et l’ = h’ avec a(l’) = B(l) = e. Montrons « 


que l’l 2 (h’e)(eh). Or l'a(l’) 3 h’e et B(I)l 3 eh, donc I'l S (h'e)(eh). 
Par suite h’h est défini et h’h 3 (h'e)(eh). De plus, (h’e)(eh) < h'h, 


car h’'e 3h’, eh 3h, a(h'e) = B(eh) =e, donc (h'e)(eh) = h'h. « 


Proposition. — Si © est une catégorie inductive réguliére, 
I(h) est la classe des pseudoproduits e’he, ow e’ = B(h), e < «(h). 
En effet, he = h et e'(he) est l’agrégat des éléments I'l, où 
l'<e 3 B(h) et Lhe sh; comme I'l <= B(h)h=h, on a 


e’‘he=h. Montrons que si k ~h, alors hy = 8(h,)ha(h,): On. 


a h, = haha) = ha(h,) et hi = Bhi)h1 3 B(h,)ha(h,). D’autre 
part, B(h,)ha(h,) et hy sont induits par h, car a(h,) = a(h) et 


B(h1) = B(Aa(h,)). Les unités à droite et à gauche de B(h,)ha(h,) — 


étant induites par a(h,) et B(h,), on a B(h,)ha(h,) + Ay. 


En particulier la catégorie des applications continues d’un 


espace topologique dans un autre et la catégorie des applica- © 


tions continues d’un espace topologique sur un autre sont des — 


catégories inductives; la. premiére est réguliére. 


Dérinition. — Si © est une catégorie inductive, une sous- 
catégorie &’ de © est appelée sous-catégorie inductive lorsque les 
axiomes suivants sont vérifiés : 

1) L’intersection de deux unités de ©’ appartient à €’. 


2) Pour toute partie A de ©’, majorée dans ©, Vagrégat UA 


appartient à ©’. i 
3) Soit SG’ = Sn’. Si fe S’, ee ©, e 2 a(f), alors il existe 
g € ©’ tel que g + fet a(g) =e. | 
Il en résulte que ©’ est un sous-pseudogroupe de ©. 
Si © est une catégorie inductive régulière, une sous-caté- 
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gorie inductive ©’ est dite régulière si elle vérifie de plus 
- l’axiome : 

4) Si ee ®, ee ©, heC’, e 3 a(h) e’ 2 B(h), alors hee C’ 
et “he Ç’. 

Le système d’axiomes 1), 2), 3), 4) est équivalent au suivant : 

a) ©’ est une sous-catégorie stable pour la pseudomultiplica- 
tion. 

b) ©’ est un sous-pseudogroupe de ©. 

c) Identique a 2). 

On dira que ©’ est une sous-catégorie inductive faible si 
Paxiome 2) est remplacé par: 

2") Pour toute partie A de ©’, majorée dans ©’, l’agrégat U A 
appartient a ©’. 

Il en résulte alors que ©’ est un sous-pseudogroupe faible 


de ©. 


3. — Catégorie des filtres déduite d’une catégorie inductive. 

Soit Ÿ une classe munie d’une relation d’ordre telle que 
deux éléments quelconques de Ÿ admettent une intersection et 
qu il y ait un plus petit élément 0. 


Dérinition. — Une partie F de À sera appelée filtre sur X 
st l’intersection de deux éléments de F appartient à F et si tout 
élément majorant d’un élément de F appartient à F. Une partie 
B de À sera appelée une base de filtre lorsque lV’ intersection de deux 
éléments de B contient un élément de B. 

Si B est une base de filtre, la classe des majorants des élé- 
ments de B forme un filtre F appelé filtre engendré par B. 

Si le filtre F contient 0, il est identique à Y et s’appellera le 
filtre trivial, ou filtre 0. Les autres filtres sont les filtres propres. 


TutorEmMe. — Soit © une catégorie inductive régulière, la 
classe & des filtres de © forme une catégorie inductive régulière. 
La classe des éléments a(f), ot feF, est une base de filtre 
dans ©, ou dans G, car a(f n g) + «(f) n a(g). Le filtre engendré 
par cette base de filtre sera désigné par a(F) et sera appelé 
la source de F. De même, le but de F est le filtre B(F) engendré 
par les éléments f(f), f eF. 


Lemme. — SiheF,eef(F)ete < B(h), alors eh e F. De méme, 
siheF,eea(F) et e = a(h), alors her. 
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En effet, il existe Le F tel que B(l) + €. Soit l’ =Inh; ona 
l' sh et (I ’) ; posons 1” =I’ uch; alors l”eF et on a 
LE . h, Bl") = 4(I on B(eh) =e. Donc l’+eh et par suite 
cheF. De même on démontre que keeF. 


Démonstration du théorème. — Soient F’ et F deux filtres 


me 5 a 


sur © tels que a(F’) = B(F). Le produit F’F sera alors le filtre « 


engendré par la classe des éléments f’f, où f’¢F’, feF 

a(f’) = B(f). Montrons que la classe M des éléments ff est la 
base d’un filtre. Si h’eF’ et heF, alors le pseudoproduit 
h'h est un élément de M, a savoir (h'e)(ch), où € = a(h’) n B(h). 
Soient f’f et g'g deux éléments de M. Soit h=fng et 
h = f'ng. Alors h'eF’ et heF et le pseudoproduit k'h 
appartient à M. Or k'h + f'f et h'h 3 g'g, donc h'h3f'f 0 g’g. 
Donc M est la base d’un filtre que nous désignerons par F’F. 
Remarquons que M est aussi la classe des pseudoproduits 


Wh, où heF, h'eF". 


Si B est une base de F, B’ une base de F’, alors B’B est une © 


base de F’F, en désignant par B’B la classe des pseudoproduits 
b'b, où be B, b’ eB’. En effet, tout f’f contient un tel élément 
b'b, où b Sf, b' Sf’. 


Si E est un filtre dont une base est formée d’unités, alors 


PE FY et poe = F, pour tous les filtres F et F’ tels que … 


a(F’) = Eet B(F) = E. En effet, soit f’ e F’, e une unité appar- 
tenant a E; si ag =a(f’)ne, alors ee E, fee F’ et f'e<f'e. 


Donc F’Ec F’, D’autre part, F’ c F’E. On démontre de méme © 


que EF = F. 


Si Feÿ, F'eÿ, a(F’)=6(F), alors a(F'F)—a(F) et 
ox F}es an à En effet, soit fe F; il existe f’ e F’ tel que : 


a(f oar L'élément «(f’)f est un élément f, de F. On a 
a(f’f,). = a(f) 3 «(f). Donc «(F) € a«(F'F). Comme «(F’F) c a(F), 
on a a(F°F) = a(F). On a de même B(F'F) = G(F'). 

Les résultats précédents montrent que Ÿ est une caté- 
gorie dont les unités sont les filtres ayant une base formée 


d'unités, l’unité à droite de F étant «(F), son unité à gauche : 


B(F). 

Soit Gs la classe des filtres F admettant une base B formée 
d’éléments de ©. Alors Os est un groupoide; en effet, F e Ss est 
inversible et son inverse F-1 admet pour base la classe des 
inverses f, où f e B. Remarquons qu’une base de filtre dans © 


En 
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est une base de filtre dans € et une base de filtre dans © formée 
d'éléments de © est une base de filtre dans ©. Il en résulte 
que les éléments f+ forment bien une base de filtre, car f e ©, 


g e © entraîne ala geCetf 1 () gis ft) )* 
S S S 


Considérons dans § la relation d’ordre F 2 F’ équivalente a 
F’ cF. Cette relation d’ordre est une loi d’induction dans %. 
La borne inférieure d’une famille de filtres pour cette loi 
d’induction est le filtre engendré par la réunion des filtres 
de la famille. Le plus petit élément est le filtre 0. Toute partie 
bornée A de # admet un agrégat; c’est l’intersection de tous 
les filtres Fe A. 

Pour la relation d’ordre induite sur ©, le groupoide Gs 
est un groupoide inductif : c’est le groupoide inductif privilégié 
qui intervient dans la définition d’une catégorie inductive. 
En effet, si Fe@x, E < a(F), Ee Gs, alors le filtre induit 
par F sur E est le filtre engendré par les éléments induits par f 
sure, ou f eF,eeEË, e est une unité + «(f). 

Pour tout Fe et tout Ee%,, E<a(F), la classe des 
pseudoproduits fe, où feF, eeE, forme une base de filtre. 
Appelons FE le filtre qu’elle engendre; FE admet aussi pour 
base la classe des éléments fe, où feF, eeL et e<a(f). 
On définit de même E’F si E’ < B(F). On a a(FE) = E, 
BEI Py "Eh" "ST G <"F, ‘alors 


B(G) = B(F @(G)) et G = B(G)F a(G). 


On démontre que, si H3F’F, alors H = (6(H)F’E’) (E’Fa(H)), 
où E’ = 6(Fa(H))  «(6(H)F’), donc H = K’K, avec K’¥F’, 
K 2F. Ce qui précède permet de vérifier facilement les axiomes 
d’une catégorie inductive. 

Remarquons que © est plongé dans %, en identifiant l’élé- 
ment f au filtre formé de tous les majorants de f, que nous 
noterons [f]; la relation d’induction dans © est induite par 
celle de Ÿ. 

Soit ©’ une sous-catégorie inductive, %’ la classe des filtres 
Fe%, ayant une base formée d'éléments de C; on montre 
facilement que %’ est une sous-catégorie inductive de %. Si 
©’ est une sous-catégorie inductive faible, alors ’ est une 

sous-catégorie faible de Ÿ. 

1 
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4. — Groupoides inductifs au-dessus d’un groupoide inductif. 

Dérinrrion. — Soient © et ©’ deux groupoides inductifs, » 
o et ©’ leurs foncteurs d’induction. © est appelé groupoide induc- — 
tif au-dessus de S lorsqw’ il est muni d’un foncteur covariant p de | 
S vers ©’ vérifiant les axiomes suivants : 400 til 

1) Soit feG, se ©, tels que p(s) = a(p(f)). Alors il existe 
ge © tel que a(g) = s et p(g) = p(f). 

2) L'élément g ci-dessus est unique. 

3) o(f) est appliqué d’une façon biunivoque par p sur une 
sous-classe de 9'(f’), où f’ = p(f). 

4) Si 53s, 83s, où s, & et & sont des unités de ©, alors 
P(S 9 S2) = p(si) 9 p(s). ‘ ah, 

5) Si A est une sous-classe de ©, majorée par s e @,, ul existe 
5, 3s tel que p(s,) = U p(A). 

Les axiomes 1) et 2) entraînent : p(©) est un sous-groupoide 
G de S’ et G est un groupoide d’opérateurs sur ©,. En effet, 
reprenant les notations de 1), le composé de (p(f), s) sera 
B(g), c’est-à-dire on peut écrire s’ = p(f)s, où s’ = B(g). Cette 
multiplication vérifie les axiomes d’un groupoide d’opérateurs, « 
en d’autres termes, ©, est une espéce de structures sur G ou au- 
dessus (*) de ©’. 

Les axiomes 3), 4), 5) expriment que ©, est une espèce de « 
structures inductives au-dessus de ©’ (voir [1]) : l’élément f de 
© peut être identifié avec le couple (p(f), «(f)). 

On démontre les propriétés suivantes : | 

f,3/ est équivalent &: af) 3a(f) et pli) 3p) | 

tant données trois unités s, s, & de © telles que s,s, : 
Se 48, pour que 8 + 5, il faut et il suffit que p(s,) 3 p(s2). 


() En accord avec la définition suivante (qui généralise légèrement celle de [1] _ 
page 52). 

Dérinition. — Une catégorie © est appelée catégorie d'opérateurs sur une classe E 
lorsqu'on a défini une multiplication pour certains couples (f, z), (f, 2) —> fz, où | 
fe, zeE, fzeE satisfaisant aux axiomes suivants : | 

1) Si l’un des éléments g(fz) ou (gf)z est défini, alors les deux éléments sont définis 
et g(fz) = (gf)z. 

2) Si gf et fz sont définis, alors g(fz) est défini. 

3) Sie est une unité de © et si ez est défini, alors ez = z. 

4) Pour tout zeE, il existe fe © tel que fz soit défini. 

5) Pour tout fe 6, il existe ze E tel que fz soit défini. 

On dira aussi que E est une espèce de structures (covariantes) sur ©. Sicesaxiomes | 
sont vérifiés sauf 5), on dira que E est une espéce de structures au-dessus de G; 
c'est alors une espèce de structures sur une sous-catégorie de G, 
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On a: p(UA) = Up(A), où A est une partie majorée de @,. 
Si B est une partie majorée de ©, on a: 


P(UB) = Up(B), (UB) = Ua(B), B(UB) = UB(B). 


Si f, et f sont deux éléments quelconques de © et si fyf, est 
leur pseudoproduit, alors p(ff)< p(f)p(f). Si s2a(f), on a 
p(fs) = p(f)p(s). 

En général, p(@) n’est pas un sous-groupoide inductif conte- 
nu dans ©”. Si p(©) est un sous-groupoide inductif contenu dans 
©’, alors p(fofi) = p(fe)p(fi), où le deuxième membre est un 
pseudoproduit dans p(@). Si p est un foncteur biunivoque de 
© dans ©’, alors p(G) est un sous-pseudogroupe faible de ©’. 

Si ©’ est un groupoide local, alors est un groupoide local. 

Une famille d’éléments f, de © est appelée compatible relative- 
ment à ©’ si elle possède les propriétés suivantes : 

a) p(sns;) = p(s) 9 p(s;), où s = a(fi), s) = «(f;). 

b) (p(t) n p(f)) = p(s) n p(s) 

Il en résulte: affinf) =sns, p(finf;) = p(finp(f,). 
c’est-à-dire f; et f; sont compatibles dans ©, p(f;) et p(f;) sont 
compatibles dans ©’. 


Deérinition. — Un groupoide inductif S au-dessus de ©’ est 
_ dit complet relativement à ©’ lorsque l’axiome suivant est vérifié : 

c) Toute famille d'éléments de © qui est compatible relative- 
ment à ©’ et dont la projection dans ©’ admet un agrégat dans 
©’ admet elle-même un agrégat dans ©. 


5. — Catégories inductives au-dessus d'une catégorie inductive: 


Dérinition. — Soient © et ©’ deux catégories inductives, 
S et ©’ les sous-groupoides inductifs privilégiés dans © et ©’, I et 
IT’ les lois d@’induction dans © et ©’; on appellera © une catégorie 
inductive au-dessus de ©’ lorsque © est muni d’un foncteur cova- 
riant x de © vers ©’ vérifiant les axiomes suivants: 

1) Soient s, a, & des unités de &, s +5, % <s. Alors 
— r(ans) = T(s,) 2 T(s2). De ‘plus, r(s) = rs) entraîne s, = sp. 
2) Soit A une partie de G,, majorée par S dans G,, alors il 
existe o 3 S tel que r(o) = Ur(A). 

3) Soit he ©; alors x(I(h)) € l'(r(h)). 

4) L'application h—>(B(h), x(h), «(h)) de © sur une partie de 
©, x © x G, est biunivoque. 
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| 

5) n(S) cS’. | FO" 

6) Soit feS, seGy, où n(s)=r(a(f)). Alors il existe un 
ge © et un seul tel que a(g) = s et a(g) = Tf). | 

On obtient un système d’axiomes équivalent en remplaçant 
1), 2), 5), 6) par l’axiome : La restriction de t à © définit © 
comme groupoide inductif au-dessus de 6’. Une catégorie 
inductive © au-dessus de ©’ a été appelée dans [1] catégories 
inductive d’homomorphismes au-dessus de ©’. 

Les éléments induits par he © s’identifient 4 des triplets 
(sy, h’, s,) où & = a(h), 52 = B(A), h' + rh). Si hy et hy sont in- 
duits par À, on a m(hy n hy) = (Ay) nr) Si B est une partie 
de ©, majorée dans ©, alors x(UB) = Ux(B). 

r(C) est une sous-catégorie de ©’, mais, en général, ce n’est 
pas une sous-catégorie inductive. 

Si © et © sont des catégories régulières, pour la pseudo- 
multiplication on a: 


(haha) 3 7(he)t(hy). 


Si (©) est une sous-catégorie régulière faible de ©’, alors 
m est un isomorphisme de © sur x(@) pour leurs structures de 
catégorie inductive. 

Une famille d’éléments h, de € est dite compatible relativement 
à ©’ siona: 


a) (Ss, N s;) = r(s)nt(s;), m(sins;) = T(s;) n r(s;), 


ou s = Ah), s;= (hy), si = B(hy), 8) = B(h)). | 
b) af) a a(h))=r(s) n (8), B(R(h) n #0) = (el) n x(s!)- 


DÉriniTion. — Une catégorie inductive © au-dessus de ©’ 
est dite complète relativement à ©’ lorsque l’axiome suivant est. 
vérifié : | 

c) Toute famille d'éléments de © qui est compatible relativement 
à ©’ et dont la projection admet un agrégat dans ©' admet un! 
agrégat dans ©. | 
4 ©’ est une catégorie locale, alors © est une catégorie 
ocale. 


PROPOSITION. — Au-dessus d’une catégorie inductive normale 
à droite (resp. à gauche) ©, on peut définir une catégorie 
inductive normale T(C) dont les objets sont les paratopologies sur 
les unités de ©. 
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Soit T une paratopologie sur ee G,; c’est-à-dire T est une 
partie de ¢(e), classe des unités induites par e, telle que T soit 
saturé par rapport à l'intersection de deux éléments et par 
rapport à l’agrégation quelconque et contienne e et 0. Soit 
Z(G) la classe des triplets (T’, A, T), où he G, T est une parato- 
pologie sur a(h), T’ une paratopologie sur B(h), tels que eeT 
entraîne 8 (he) e T’ (resp. e’ e T’ entraîne a(e’h) eT). La classe 
_ T(C) est une catégorie inductive pour la loi de composition : 

CRT, ) (Th, T) = (T’,.h’h,.T), si etseulementsi T, = T'yet 
- pour la loi d’induction: 

(t’, h’, t) 3(T’, h, T) si et seulement si h’ 3h, t = Tn 9(a(h’)), 
a(h’) eT, B(h’) eT", & = T' n g(B(h')). 

Une unité de T(C) est un triplet (T, e, T), ot ee ©. Il corres- 
_ pond d’une façon biunivoque à T; c’est-à-dire, la classe des 
paratopologies sur les unités de © est une classe d’objets pour 
- Le sous-groupoide inductif privilégié de T(C) est la classe 
- (GC) de triplets (T’, f, T), où fe ©, T’ =fT — classe des élé- 
ments (fe), oùeeT, fe est l’élément de © induit par f sur e. 

Soit h’ = he, exa(h), eeT, t la paratopologie induite par 
T sur e, t’ la paratopologie induite par T’ sur 6(h’). Alors 
(&', h’, t) e T(C). On a: 


(1) EL sh, jb 2,..t) = (Ge het), 


ou le premier membre est un pseudoproduit dans la catégorie 
inductive T(C). On a respectivement une formule analogue : 


(2) (ie, &)(T’, À, T) = (4, exh, ti). 


Ces deux formules montrent que &(@) est une catégorie 
inductive réguliére, si © est régulier. 

T(C) est une catégorie inductive au-dessus de © par rapport 
au foncteur projection 7: (T’, h, T) — h. 

La formule (1) entraîne : 


a((T’, hy T)(é, e, t)) = he. 
De méme respectivement : 


(és, €1» t,)(T’, h, T))) = eh. 


Si © est une catégorie locale, alors T(E) est une catégorie locale 
complete relativement à ©. 
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Dérinrrion. — La catégorie © est dite suprarégulière au- 
dessus de &’ lorsque © et ©’ sont des catégories inductives régu- 
lières, © étant au-dessus de €’ par rapport à un foncteur projec- 
tion r vérifiant l’axiome : 


t(hs) = r(h)r(s), t(s’h) = n(s’)n(h), 
he@,seG,, s' <Q, s3a(h), s'3 B(h). 


En particulier la catégorie T(C) est suprarégulière au-dessus 
de © si © est régulier. 


Dérinirion. — Soit © une catégorie inductive au-dessus de la 
catégorie inductive &’. La catégorie © sera dite étalée au-dessus de 
©’ lorsque la restriction du foncteur projection x à la classe I(h) 
est biunivoque sur I'(n(h)) et que la restriction de x à 9(s), s ¢ G,, 
est biunivoque sur 9'(7(s)). 

Si © est étalé au-dessus de ©’ et si © ou ©’ est régulière, 
alors © est supraréguliére au-dessus de ©’. 


Proposition. — Si © est suprarégulière au-dessus de ©’ 
normal, alors & est étalée et suprarégulière au-dessus de T(C’) 
par rapport au foncteur projection t: h — (T', x(h), T), ow T est 
la paratopologie sur x(s) définie par t(¢(s)), où s = a(h), T’ étant 
la paratopologie définie de la même façon sur r(s'), où s’ = B(A). 

Le groupoide privilégié de © au-dessus de T(C) est S. De 
plus on a: t= 77, où x’ est le foncteur projection de T(€’) 
sur &’, 

Cette proposition généralise la proposition de [1] page 64. 
(6) est une sous-catégorie inductive faible de T(C’), quiest aussi 
suprarégulière au-dessus de ©’. Si de plus la catégorie € est 
complète relativement à @’, alors elle est complète relativement 
à T(C'’), mais la catégorie +(C) n’est pas forcément complète 
relativement à @’. 

Soit © une catégorie inductive au-dessus de ©’ telle que le 
foncteur projection x soit biunivoque sur r(C). Alors +(€) est 
une sous-catégorie inductive faible de ©’. Si © est suprarégu- 
lière au-dessus de ©’, alors x(C) est une sous-catégorie induc- 


tive régulière faible. Si © est complet au-dessus de G’, alors. 


r(6) est une sous-catégorie inductive de ©’. Si © est étalé 
au-dessus de @’, alors 7(€) est saturé par induction. 


{ 
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Une catégorie € étalée et complète au-dessus de 6’ généralise 


_ la notion de faisceau d’ensembles : Si © se réduit à la classe des 


unités ©, alors ©, peut s’appeler un faisceau de structures au- 
dessus de ©. En ajoutant des structures algébriques supplé- 
mentaires dans ©, on peut généraliser la notion de faisceau 
(d’ensembles munis de structures algébriques). 


6. — Jets locaux. 


Proposition. — Soit © une catégorie inductive supraréguliére 
au-dessus de ©’, x le foncteur projection. La classe O(6, ©) 
des triplets (e', h, e), où he®, ee @, e’ eG, e< a(x(h)), 
e’B(n(h)), e + a(r(s'h)), e’ = B(r(hs)) pour tout s 2 a(h) 
et tout s’ < B(h) tels que e37(s), e’ 3 x(s’), est une caté- 
gorie inductive lorsqu'on la munit de la loi de composition: 
(e”, h’, e,)(e’, h, e) = (e”, h'h, e), si et seulement si e' = e} et 


a(h’) = B(h), et de la loi d’induction: 
(ex, hy, €:) 3 (e’, h, e) si et seulement si e —e, ex =e’, hy Sh. 


Les unités sont les triplets (e, s, e), où exn(s), se). Le 
groupoide inductif privilégié dans 0(©, ©) est la classe des 
triplets (e’, f, e), où fe@, e’ =B(g), où ge’, g < r(f), 
a(g) =e. 

i: catégorie © s’identifie à une sous-catégorie de 0(6, 6) 
par h—> (x(B(h)), h, r(a(h))). Si © est étalé au-dessus de 6, 
la catégorie 0(©, ©) est une catégorie inductive au-dessus 
de 0(G’, ©,), le foncteur projection étant : (e’, h, e) — (e’, x(h), e). 

Dans 0(€, ©), nous considérons la relation d’équivalence p 
suivante : 
(e’, h, e)~ (el, hy, &) si et seulement si e—e, e’ =e; 
e xa(n(hnh,)), e’ = 7(B(hnh)). | 
o est effectivement une relation d'équivalence : e = r(a(h n h)) 
ete n(a(h, 1 hy) entrainent e = n(a(h n hg)), car (An hy) 0 (hy 9 hy) 
2 hnh, et comme hn h, et h, nh, sont induits par h,, on a: 


m((hn hy) 0 (hy Why)) = wh hy) 9 w(Ayn he)). 


Si (e’, h, e) ~ (e’, hy, e) et (es, 1, à) ~ (4 hi, &) et si de 
_ plushet/sont majorés dans ©, alors (e’ ne,h nl,ene)~(e ne, 
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h, oh, ene). Si A est une famille d'éléments (e;, h;, e;) majorée 


dans O(©, ©) et si (e,, hi, &) —(e, L, &), alors UA — UB, 
où B est la famille d’éléments (et, b, e:). 

La relation d'équivalence 9 est compatible avec la multiplica- 
tion dans 0(©, ©). Par passage au quotient, on en déduit une 
multiplication dans la classe 9’ dont les éléments sont les classes 


d'équivalence suivant p. Désignons par .j-h la classe d’équiva- w 


lence de (e’, h, e). Alors la multiplication dans 3’ est définie 
par: 


(1) (eh) (7h) = epe(h'h), où ah’) = B(h) 


Pour cette multiplication 9’ est une catégorie: l’unité à 
droite ou source de ,j,h est J,«(h), son unité à gauche ou but est 
ejeb(h). Une unité quelconque ,j,s, où seG,, e<r(s), sera 
appelée germe de structure au-dessus de ©’. Un élément de 9’ 
sera appelé jet local de © au-dessus de ©’. 

Le jet local ,j,h est aussi le filtre le plus fin dans 0 (©, ©) 
possédant les propriétés suivantes: il contient (e’, h, e) et le 
foncteur (e’, 1, e) > x(l) de O (©, ©) vers ©’ l’applique dans 
le filtre n engendré par les éléments h’ =x(h) tels que e3a(h’), 
e’ = B(h’). Remarquons que l’application ,7,h > n n’est pas un 
foncteur. 

Soit he@ tel qu'il existe ge@’ où grr(h), a(g) =e, 
B(g) =e’. Les jets locaux ,j,h correspondants forment une 
sous-classe 3 de 9’. 3 est une sous-catégorie de 9’ contenant 
tous les germes de structures au-dessus de ©’. Le filtre n corres- 
pondant à .j,h est alors le filtre [g] engendré dans ©’ par g. 
L’application : ,7,h — g est un foncteur. 


PROPOSITION. — Y est une catégorie inductive régulière 
pour la loi @ induction suivante : 

eleha > Je si et seulement sie’; Se’, e, 4e et wil ofan zee alts 

Le groupoide inductif privilégié dans Ÿ' est le groupoide dont 
les éléments sont les jets ,j,f, où f € ©, e’ = B(x(f)e), où x(f)e est 
l’élément de ©’ induit par x(f) sur e. | 

3 est une sous-catégorie inductive de 9’. De plus la formule 
(1) est aussi valable plus MS rite la condition 
a(h’) = B(h) est remplacée par yj ,«(h’) = j8(h) en considérant 
h'h comme un pseudoproduit. 
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Proposition. — Si © est suprarégulier au-dessus de G’, 
alors 3 est une catégorie inductive étalée au-dessus de ©’. 


Proposition. — Si © est suprarégulier au-dessus de ©’ 
. normal, la catégorie 3, 6) des jets locaux de © au-dessus de €’ 

est une catégorie inductive étalée au-dessus de V{x(61, «’), le foncteur 
projection étant: .j.h > yjt(h), où + est le foncteur qui étale © 
au-dessus de & (C’). 

La catégorie © s’identifie avec une sous-catégorie [©] de 
(6,6), en identifiant he © avec [h] = ,j.h, où e = x(a(h)), 
e’ = 7(B(h)); la loi d’induction dans © correspond à la restric- 
tion a [©] de la loi d’induction dans Qe, «). L’intersection 
de deux éléments de [©] appartient a [©]: [h] n [h’] = [hn h’). 
L’agrégat d’une partie de [©] majorée dans Qi, 6) appartient 
a [GC]. Tout élément de Qi, e) est induit par un élément de 
_[@]. Nous exprimons ces trois dernières propriétés en disant 
que [@] est une paratopologie sur Je, 6. 


7. — Catégories inductives au-dessus de la catégorie des 
applications. 

Soit € la catégorie inductive des applications d’un ensemble 
quelconque dans un ensemble quelconque, le sous-groupoide 
inductif priviligié étant ©. Une sous-catégorie inductive 
(faible) de € sera appelée catégorie inductive (faible) d’applica- 
tions. 

Soit © une catégorie inductive suprarégulière au-dessus 
de €, x le foncteur projection de © vers ©, @ la classe des élé- 
ments inversibles. Soit $*(€) la sous-catégorie de 3(¢, &), formée 
des jets locaux « atomiques » de la forme ,j,f, où fe &, où x 
est un point de x(a(f)), x = r(f)(x); un tel jet sera désigné 
par j4f. Soit $*(G,) la classe de ses unités ou germes structuraux 
« atomiques ». 3 (S) s’identifie avec le groupoide des éléments 
inversibles de (6). 

L'image f de a{x(f)) par l'application jf: x —> jaf sera 
appelée ouvert élémentaire de (GC). L’intersection de deux 
ouverts élémentaires est un ouvert élémentaire. Les réunions 
quelconques d’ouverts élémentaires sont les ouverts d’une 
‘«métatopologie » sur $*(©), c’est-à-dire d’une structure définie 
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sur la classe $*(©) par la donnée d’une famille de parties véri- ' 
fiant les axiomes des ouverts d’une topologie. S(C) devient — 


alors une catégorie topologique [2]. 9 (@) est un ouvert de. 
IMC). Si G’ est un sous-pseudogroupe de ©, alors S\(S') est un : 
sous-groupoide ouvert de $(6). Inversement un sous-groupoide — 
ouvert G de % (©) détermine le sous-pseudogroupe @ dont les « 


éléments sont les éléments f de © tels que Îe G; tout sous- 


pseudogroupe ©” de © tel que 3 (@S") = G est un sous-pseudo- 
groupe de @’. Les éléments de © correspondent d’une façon 


biunivoque aux ouverts élémentaires de 9’(G). Un élément « 


f de © peut s'identifier au couple (U’, f), où U’ est un ouvert 


élémentaire de %(C) contenant 8(f). Plus généralement on : 


montre que $4(@) détermine complètement (6, &). 
L'application « étale l’espace topologique $*(©) au-dessus 


de 9\(,). L'application 6 est une application continue de | 
GC) dans 9(G,). Les applications « et B sont ici les 


applications source et but dans $'(€). 


Soit © la catégorie T(E) dont les objets sont les topologies. © 


Alors © est étalé au-dessus de & par le foncteur +. Désignons 
SAUT) par F, S(T) par 32 qui est la classe des germes de topo- 
logies, ces classes étant munies des métatopologies définies 
ci-dessus. Alors on a: 


Proposition. — La restriction 4 à SAC) du foncteur qui étale 
I(c,&) au-dessus de (x, &) étale l’espace topologique F(C) au- 


dessus de Ÿ}\ et de même 3*(G,) au-dessus de 3}. L'application ? * 


est: Jif > jic(f), où f eG. 

Le procédé d’élargissement d’une espèce de structures [1] 
conduit à munir (6) d’une métastructure de l’espèce ©, élargie; 
nous considérons ©, comme une espèce de structures au-dessus 
de © (pour laquelle € est une catégorie inductive d’homomor- 
phismes au-dessus de €). Le couple (j*f, s), ods e G,, fe, est 
une carte locale élémentaire de ©, sur l’ouvert élémentaire f de 
3(C). Étant donnée une deuxième carte locale (j*g, s’), le chan- 
gement de carte est le triplet (c, &, 6), où o = affng) et 
e— rs). La métastructure sur $'(©) est définie par l’atlas 
formé par les cartes locales élémentaires. En supposant © 


complet au-dessus de €, le couple (j*f, s) définit une structure 
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À A 
8 de l'espèce ©, sur f. Les structures $ forment une classe de 
structures compatibles qui définit également la métastructure 

sur (6). 

_ En particulier, soit ©” la catégorie des applications r fois 
continiment différentiables dont les objets sont les structures 
de variétés r fois continiment différentiables de classe ©". Soit 
ee = JC"), "= S(t) = = classe des germes (atomiques) de 
structures r fois continiment différentiables. Alors $*" ainsi 
que 3%" est muni d’une métastructure r fois continiment 
différentiable. Si k <r, C’ est étalé au-dessus de ©, qui est 
étalé au-dessus de €. De plus 9" est étalé au-dessus de 9", 
qui est étalé au-dessus de 3’, ces classes étant munies des 
| métastructures correspondantes. 

Étant donné un germe de structure & e 9)", un repère pour x 
est un jet inversible h e 3" tel que B(k) = @ et «(h) = germe O, 
de R” en l’origine O. Dans $3" on a la relation d’équivalence 
0,: JAf ~ j4g si et seulement si les conditions suivantes sont 
vérifiées : 

1) Jaf et jig ont la même unité à droite Z ainsi que la même 
unité à gauche 2’. 
2) Soit h un repère pour &, h' un repère pour 2’. Soit 


h’ (jf \h = ji, où f e © est une application dans R? d’un voisi- 
nage de O relativement à R’ telle que O = f (0). Soit de même 


R( }g)h = kg. Alors fe g est une fonction définie dans un 
voisinage de O telle que toutes ses dérivées partielles d’ordre 
<r soient nulles. 

La classe d'équivalence de jf suivant p, sera désignée par 
j:f et s’appellera un jet infinitésimal d'ordre r de à vers &'. La 
relation d'équivalence p, est compatible avec la multiplication 
dans $*"; la classe $” des jets infinitésimaux d’ordre r est 
une catégorie admettant encore 3" comme classe d’objets. 
Soit II" le groupoide des éléments inversibles de 9’. 

Les catégories S" sont les catégories fondamentales de la 
géométrie différentielle. Une classe d’éléments infinitésimaux 
d’ordre r (ou d’objets géométriques d'ordre r) est une classe M 
admettant II" comme groupoide d’opérateurs, plus générale- 
ment admettant $" ou une de ses sous-catégories comme caté- 
gorie d'opérateurs. Soit JN’ une classe d’éléments infinitési- 
maux d'ordre k, par rapport à II*, où k <r. Une application 
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covariante de M dans M’ est une application y de M dans 


M’ telle que: 
2) = GX)" (2), 
où X e II", /*X l'élément de Il* qui se déduit de X par le foncteur 


canonique j* de Il" sur II*; l'élément y(z) est appelé covariant N 


différentiel de z. 


Ces notions conduisent à une théorie générale des prolonge- 


ments d’ordre r d’une variété différentiable ainsi que des 
structures infinitésimales définies par des sections de ces 
prolongements (voir les références dans [3]). 
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LE THÉORÈME DE REPRÉSENTATION INTÉGRALE 
DANS LES ENSEMBLES CONVEXES COMPACTS 


par Gustave CHOQUET (Paris). 


Dans un travail antérieur (1), nous avons démontré le 
théorème suivant : 

Soit Ÿ un espace vectoriel séparé localement convexe, @ 
une partie convexe compacte de Ÿ, et & l’ensemble des points 
extrémaux de %. Alors si 8 est métrisable, & est un G; de &, 
et tout point de À est barycentre d’au moins une mesure de 
Radon positive portée par 6. | 

Récemment (2) Errett Bishop et Karel de Leeuw, en utilisant 
une idée nouvelle fort intéressante, ont pu simplifier notre 
démonstration et étendre le théorème, sous une forme atténuée, 
au cas où À n’est pas métrisable : 

Tout point de ® est alors barycentre d’une mesure de 
Radon positive sur 8, pseudo-portée par & en ce sens qu’elle 
ne charge aucun compact de Baire (') disjoint de 6; et il 
existe des cas où l’expression « pseudo-portée » ne peut être 
remplacée par « portée ». 

L'utilisation fréquente, en analyse, du théorème de repré- 
sentation intégrale, en rend souhaitable pour l’enseignement 
une démonstration simple. Nous allons ici reprendre la méthode 
de Bishop et de Leeuw; nous la simplifierons, notamment en 
supposant dès le départ que # est métrisable; d’autre part 
nous n’utiliserons pas comme eux l'inégalité de Schwartz; 


(1) Un compact de Baire dans ® est un compact de B qui a, dans %, une base 
dénombrable de voisinages, autrement dit qui est un Gs. 
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pour cela nous remplacerons leurs fonctions f* (où fest linéaire) © 
par des fonctions convexes quelconques, plus maniables. 

Dans une seconde et dans une troisième partie, nous revien- — 
drons sur quelques points de leur travail pour en préciser la « 
portée; cet examen nous amènera à poser quelques problèmes. — 


I. — LE THÉORÈME DE REPRÉSENTATION INTÉGRALE 


Les outils que nous utiliseront sont : 

1) Lemme de Zorn sur les ensembles ordonnés inductifs. 
2) Théorème élémentaire des sections (*): Soit E topolo- 
gique séparé et réunion dénombrable de compacts métrisables, « 
et soit f une application continue de E sur F topologique séparé; 
alors il existe une application g de {re classe (*) de F dans E 

telle que fo g = identité. 

3) Intégration des mesures: Soient A et B deux espaces 
compacts, et 9 une application faiblement continue de A dans 
l’espace Âb+(B) des mesures de Radon positives sur B. Nous 
supposons connue la définition et les propriétés élémentaires 


de f ¢du, où wu. est une mesure de Radon positive sur A. 


Notations. — Ÿ, espace vectoriel topologique (sur R), séparé 
et localement convexe. 

&, partie convexe compacte de V. 

&, ensemble des points extrémaux de &. 

bt (resp. AL’), l’ensemble des mesures de Radon positives 
sur % (resp. positives et de norme 1). 

4b, ensemble des fonctions affines continues sur  (liné- 


aires + Cte), 


(?) En vue de l’enseignement, en voici une démonstration simple. 

L’ensemble triadique de Cantor A est homéomorphe a 0,1} No, done aussi à 
( {0,4 } R)N5; donc A est homéomorphe à ANs. Comme [0,1] est image continue de A, 
il en est alors de même de [0,1]No. Comme tout espace compact métrisable est 
plongeable dans [0,1]No un tel espace est image continue d’une partie fermée de A. 


Il en résulte aussitôt que l’espace E de l’énoncé est image continue d’un fermé de 
R+: E = 9(B) avec 9 continue et B fermé c Rt. 

Posons h = f o + et, pour tout reF, posons k(x) = inf. ((h-(z)); l'application k 
de F dans R+ est semi-continue inférieurement, donc de {re classe. L 
8 = ok de F dans E est la section cherchée. 

(*) C'est-à-dire que g-1{w) est un F, pour tout ouvert w de E. 


’application 
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€, ensemble des fonctions convexes continues et positives 
sur 8. 


Nous noterons partout par X\ Y l’ensemble Xn iG 


Relation d'ordre sur Jb*. 

Soient (4, 2 € Jb*; on dira que 4, majore 44, ce quise notera 
a S fa, Si: 

1) J faves = J fas pour toute feb 

(Cette condition revient à dire que 4, et u, ont même masse 
totale et méme barycentre.) 

2) J fates < [fau pour toute fe C. 

La reflexivité et la transitivité de la relation sont évidentes ; 
d’autre part si 2, + U et Lo 3 Lu, On a: 

ffdu = J faire pour toute f e € d’où (*) wy = py. 


Donc cette relation est bien une relation d’ordre. 


Lemme 1. — L'ensemble b+ ainsi ordonné est inductif. 

En effet, soit X une partie totalement ordonnée de Âb+; 
toutes les we X ont même masse totale, donc X est 
relativement compact. Soit 4%) une valeur d’adhérence de X 
suivant le filtre des sections finissantes de X. 

Évidemment i fdu = If fdy.. pour toute f e.b et toute ue X, 


D’autre part, pour toute f e C, les | fdy convergent en crois- 


sant vers J fare; d’où : 


[fau < f fau pour toute f eC et toute we X. 


Donc x, majore bien X. La démonstration montre en outre 
._ l’unicité de po. 

- Du lemme 1 et du lemme de Zorn résulte aussitôt l’énoncé 
suivant : 


CorozLaire 1. — Toute y e Abt est majorée par une mesure 
maximale. | | 

Ce corollaire s’applique en particulier aux mesures ponctuelles 
- €, (où ve À), d’où: 

(4) wb sépare les points de ® donc (Stone-Weierstrass) les polynômes par rapport 
aux éléments de . forment un ensemble total dans C(®); or un tel polynôme est 
différence de deux fonctions convexes positives; donc € est total dans C(®), d’où 
la propriété. mh 
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| 


CorozLarre 2. — Tout point x de @ est barycentre d'unew 
mesure positive maximale de masse totale 1. 

Lemme 2. — La relation 3 sur b+ est compatible avec l’addi- | 
tion. 


C’est évident pour l’addition d’un nombre fini de mesures. 
On en déduit plus généralement que : 


(va  v, pour tout a e K) => ( fv(a)dr, 3 [v'{a)dr.)» 


où a —> (a) et a —> v'(a) sont des applications continues (ce 
qui suffira ici) d’un espace compact K dans Jb*, et où rest une 
mesure positive sur K. 


Lemme 3. — Soient ur et y € bt, avec up. < v. Si v est maximale, — 
u Vest aussi. 

En effet, posons y = u + 7. Sil existait m'=£u tel que 
u 3p’, on aurait y’ + zx et y + x’ + 7, donc y ne serait 
pas maximale. 


Lemme 4. — Pour tout x e et toute 4 e Ab’ de barycentre x, 
On GN tare 

On sait déja que J fdes= f fap pour toute feA. D’autre 
part on a: 

f fdes < f fdu. pour toute f convexe et continue, car cette 
inégalité s’écrit f(x) < d fdu.; elle est évidente si u est discrète; « 
le cas général s’en déduit par continuité, puisque toute ue bt” 


est limite faible de mesures discrètes de Ab‘ ayant même bary- | 
centre. 


LEMME 5. — Lorsque À est métrisable, & est un Gs et toute 
mesure maximale de Ab+ est portée par &. 


Démonstration. — 1) Soit A la diagonale de 8 x &, et soit | 
 l’application (x, 7) — (a, + x)/2, de ® x ® dans 8. 

Comme & est métrisable, (®*\A) est un K,; donc 9(®?\ A) 
est aussi un K,; or ce n’est autre que l’ensemble des points 
non extrémaux de 8. Son complémentaire & est donc un Gs. 

2) Soit 4, un relèvement de 17e classe de l’application o de 
(B°\ À) sur (®\ À) (théorème des sections rappelé au début). 

L'application h: (a, 2) > (&, + €2,)/2 de 8 dans Jb' est 
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une homéomorphie; donc 4 = he), est une application de 1re 
classe de (B\ &) dans db’ telle que pour tout x e (B\E) on ait: 


p(x) # €, et a = (barycentre de (x) 


3) Soit pe tb’, où y. n’est pas portée par 6; on va montrer 
que u n’est pas Dalle Il suffira de tbonirer pour cela qu'il 
existe une v < 4 qui n’est pas maximale (lemme 3). 

Comme & est w-mesurable il existe (théorème de Lusin) 
un compact K de (B\ 6) tel que u(K) ~ 0 et tel que la resiric- 


‘tion de Ÿ à K soit continue. 


Désignons par y la partie de 4 portée par K. Pour toute 
feC et tout ae K, on sait (lemme 4) que 


If dea < [ fdy(a) 


Soit 2 un point du support fermé de y; comme (a) £ € 
il existe une f,e C pour laquelle 


fhdu< fda) pour aa, 


Comme les deux membres sont des fonctions continues de 
a sur K, on a la même inégalité stricte pour tout point a de K 


Lo) 


assez voisin de 2); on a donc: 


JS de.) a < (Prato 


fhdv<ffde où v= f(a) des 


On a donc y mi y’; et comme y + v’ (lemme 2), y n’est pas 
maximale. 


ou encore 


TurorEmMe. — Soit À convexe compact métrisable dans Ÿ 


(e.v.t. séparé loc. convexe). 


L'ensemble & des points extrémaux de & est un Tee et tout point 


de & est barycenire d'au moins une mesure de Radon > 0 portée 


eS 


par 6. 


Ce théorème est la conséquence immédiate du lemme 5 et 
du corollaire 2 du lemme 1. 


Quelques propriétés des éléments maximaux de Ib’. 
4) Le corollaire 1 du lemme 1 montre que toute Be Ab’ est 
majorée par une mesure maximale; nous allons préciser cet 


énoncé lorsque À est métrisable (done aussi Jb'). 


22 
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Soient X,, X2 deux espaces identiques a 4lb', et soit À la 
diagonale de X, X X:. Dans ce produit, l’ensemble A des 
couples (U4, +) tels que 14 3m est évidemment fermé; la 
projection de (A A) sur X, n’est autre que l’ensemble des ft 
non maximales de .lb'; cet ensemble est donc un K,; autre: 
ment dit l’ensemble des éléments maximaux de JA’ est un Gÿ 
(même résultat dans Ab). | 

Il en résulte que dans X, X X2, l’ensemble B des (4, 2) de 
A avec w, extrémale est un G;; or d’après le corollaire 1 du 
lemme 1, la projection de B dans X, est X,; on peut donc relever 
cette projection en une application « analytique » (*) (done 
universellement mesurable) 4 — ¢(u) de Ab’ dans lui-même telle 
que pour toute jt on ait 


i < œ(u), avec p(u.) maximale. 


2) Supposons encore @® métrisable; soit f une application 
universellement mesurable de ® dans Jb‘ telle que, pour tout 
æe À, f(x) ait pour barycentre x. 

Soit T l’application de Ab' dans lui-même définie par: 


> ff(x) due 


On dit que T est la diffusion associée à f; on a évidemment 
p< Tu. 

Si en outre f(x) ~ €, pour tout æ € 6, le même raisonnement 
que celui du lemme 5 montre que : 


(u=T,) <> (x est portée par &) 


Or soit pedbt; la suite 4, — Tj, est croissante pour la 
relation = et converge vers une mesure 4. Des exemples 
simples (*) montrent que l’on peut avoir 4. ~ Ty. 

On définit alors y par récurrence transfinie pour tout 
ordinal « de 2€ classe par les conditions : | 


Va = Ty, et vg = im ps, sif = limite croissante des 8,. 
Comme & est métrisable, il existe une partie dénombrable de 


C qui est totale dans C(%); il en. résulte que toute partie 


(5) Une application f de E dans F est dite ici « analytique » si pour tout ouvert 


i * F, {-*() appartient au corps borelien engendré par les ensembles analytiques 
e E. 


(°) Prendre 8 = [0,2] et T telle que: Support de Tec ]0,1[ pour tout xe]0;1[. 
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totalement ordonnée de tb’ (pour l’ordre +) est cofinale à une 
- suite dénombrable. En particulier il existe un ordinal « de 
2e classe tel que pb, = T,,,, c’est-à-dire tel que 1, soit portée par & 
Cet « dépend en général de py. 


Problèmes. 

1) Supposons 8 métrisable. Est-ce que (4 3 4.) entraine 
que p soit l’image de 4, par une diffusion du type défini plus 
haut? 

2) Supposons & métrisable. Est-ce que toute u positive 
_ portée par & est maximale? (On se ramène aisément à ceci: 
Montrer que si 4 et wu, sont étrangères et portées par 6, 
- (l1 3 Pe) entraîne (ln = Y)). 

. 3) Soit À quelconque. Est-ce que la somme de deux mesures 
maximales l’est aussi? Plus généralement est-ce qu’une inté- 


 grale fu(a) dy, de mesures (a) maximales est maximale? 
fst v= U). 


Les relations entre ces trois problèmes sont évidentes. 


II. — SUR L'ESPACE DUAL D’UN ESPACE VECTORIEL 
DE FONCTIONS CONTINUES SUR UN COMPACT 


Le point de départ de Bishop et de Leeuw est l’étude du 
‘dual d’un espace vectoriel de fonctions continues sur un espace 
X compact. Nous allons montrer, plus explicitement qu’ils 
ne le font, l’équivalence entre cette étude et celle des ensembles 
convexes compacts. 

Soit X un espace compact; soit C,(X) l’espace vectoriel 
des fonctions numériques réelles continues sur X, muni de la 
topologie de la convergence uniforme; soit JAb(X) son dual, 
muni de la topologie faible. 

Soit B un sous-espace vectoriel de C,(X), qui sépare les 
points de X et contient les constantes; et soit B* le dual de 
B, muni de la topologie faible. 

Soit © l’application canonique de .lb(X) dans B*; comme, 
en vertu du théorème de Hahn-Banach toute forme linéaire 
continue sur B est la trace d’une forme linéaire continue 


: sur C,(X), on a B* = (A (X)). 
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On peut évidemment identifier B* à l’espace-quotient de 
db(X) par la relation d’équivalence : 


(Uy ~ La) si fe du Es je. dis pour toute geB. 
(notons que (1 ~ 2) => (vs(X) = H+2(X))). 

Posons (B*)+ = 9(Mbt(X)) et (B*) = 9(Wb'(X)). 

Comme Jb+(X) engendre Ab (X), (B*)+ engendre B*, et (B*)’ 
est une base affine compacte du cône convexe (B*)+. 


Soit f l’application x +, de X dans Jb(X); l’application 
yof de X dans (B*)' est continue, et biunivoque puisque B 


Mme ce ly cm A 


sépare les points de X; comme X est compact, c’est donc une « 


homéomorphie. 
Disons, avec Bishop et de Leeuw, qu’un point x de X est 


frontière si pour toute me JAb+(X) telle que »~e, (ce qui « 


entraîne  e Ab'(X)), on a: 1 = Ep. 
On désignera par M(B) l’ensemble des points frontière de 
X et par & l’ensemble des points extrémaux de (B*)+. 


THÉORÈME. — On a: f(M(B)) = Ab+ n p—'(6). 


Autrement dit, les mesures positives u sur X, dont l’image 


p(u) est extrémale dans (B*)' sont les mesures €,, où æ est ! 


frontière. En effet : 
a) (4 e Jbt et o(u) ©&)—> (up = €, où x est frontière). 


D’abord v. est dans Ab'(X); puis l’image p’ de uw par l’homéo- : 


morphie fog de X sur f° 9(X) est une mesure positive sur 
(B*)t, de barycentre 9(); or ¢(u) est extrémale, donc x’ a un 
support ponctuel; les supports de 4 et 4’ sont homéomorphes, 


donc y. est de la forme ¢,. Ce point x est frontière, sinon il : 


existerait une seconde mesure v > 0, elle aussi de la forme «,, 


telle que 9(¢,) = 9(e,); on aurait alors (ee) 8, ce qui 


est impossible d’aprés ce qu’on vient de voir. 
_6) Inversement, soit un point frontière; je dis que ¢(e,) e 6. 
Sinon 9(é,) serait milieu de deux points distincts de (B*)', 


done $(2) = 9(4) où peWb'(X) et p=Æ£e,; or ceci est exclus 
puisque x est frontière. 


Conséquence. — L’appheation f ° 9 plonge homéomorphique- 
iy X dans le convexe compact (B*)' et transforme M(B) 
en 6. 
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On se pose alors le problème suivant : 


a) Pour toute y e Ab'(X), existe-t-il une mesure v e W(X) telle 
que uv (ou encore q(u) = 9(v)) et telle que y soit portée par 
M(B), et par M(B) en un sens plus ou moins strict. 

emarquons que la condition (x) = 9(v) se traduit par: 

g(w) est barycentre de y’, image de v par l’homéomorphie 
fe +. La réponse au problème « sera donc positive si la réponse 
au problème $ suivant est positive: 


6) Soit ® un ensemble convexe compact d’un e.y.t. loc. convexe 
séparé, et soit & l’ensemble de ses points extrémaux. Est-ce que 
tout point de $ est barycentre d’une mesure positive y de masse 


totale 1, portée par &, et par & en un sens plus ou moins strict. 

Inversement une réponse positive au problème @ entraîne 
une réponse positive au problème «. En effet, soit B le sous- 
espace de C,(B) constitué par les fonctions affines continues; 
on a ici 6 = M(B), donc le problème 8 apparaît comme un 
cas particulier du probléme «. 


III. — ETUDE D'UN EXEMPLE 


Bishop et de Leeuw démontrent que les problèmes équiva- 
lents « et 8 ont une réponse positive, même si X n’est pas 
métrisable, à condition de définir l’expression « mesure portée 
par & » dans un sens très large, que nous traduirons ici dans 
le langage des mesures de Radon: 


Dérinition. — Soit X un espace compact, soit Ac X, et 
soit w une mesure de Radon positive sur X. On dit que + est 
pseudo-portée par A si U(K) = 0 pour tout compact K de X tel 
que 

1) AnK=g; 2) K est un G; de X (’). 

Cette condition est plus large encore que la condition 
u,([A)= 0; elle est méme compatible avec la relation 
(À) = 0. 

On pourrait donc être tenté de croire que le résultat de 
Bishop et de Leeuw n’est pas le meilleur possible. Nous allons 


(7) Si X est tel que tout compact de X soit un G; de X, on peut alors affirmer que 
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montrer qu’il n’en est rien, en utilisant un des exemples ! 
construits par ces auteurs : fx” | 

Soit X = [0,1] x fa, b, c} ; l’ensemble des (é, a) sera désigné | 
par X,; on définit de même X, et >, En 

La topologie de X est définie comme la moins fine des « 
topologies telles que : 

1) Toute partie de (X, vu X,) est ouverte. 

2) Pour toute partie ouverte w de [0, 1], w X fa, b, c} est 
ouvert dans X. 

3) Pour tout ze X, {x} est fermé. 

On vérifie que X est compact, et que tout compact de 
X,u X, est fini. 

B est l’ensemble des fonctions numériques continues g . 
sur X telles que, pour tout te[0, 1] on ait: 


g(ts) = à [elte) + el) 


On vérifie que M(B) = X, u X,, et que les mesures positives 
pseudo-portées par M(B) sont les mesures qui ne chargent 
aucun point de X,; une telle mesure peut donc charger X,; 
ce paradoxe apparent résulte de ce que tout compact K de X, 
qui est un G; de X, est au plus dénombrable. 

Il est immédiat que pour toute  e Ab+(X) il existe une 
mesure unique y >0 pseudo-portée par M(B) et telle que 
v~ vu. (il résulte de là que (B*)’ est un simplexe); or la mesure 
de Lebesgue, par exemple, est portée par X, et pseudo-portée 
par M(B) = X,u X,. On ne peut donc pas améliorer le résultat — 
de Bishop et de Leeuw malgré la circonstance a priori favorable 
que M(B) est ici ouvert, done universellement mesurable. 


Problémes. 

4) Soit X un espace compact métrisable et Ac X tel que A 
soit un Gs infini de X. 

Existe-t-il un sous-espace B de C,(X) tel que A = M(B) 
(lorsque A est fini, X soit étre de dimension finie; les conditions 
de possibilité relèvent alors de la topologie algébrique). 

Peut-on en outre choisir B de telle sorte que (B*)' soit un 
simplexe, ce qui revient à dire que B*, ordonné par (B*)+ soit 
réticulé (voir probléme 5). 

b) Que dire des M(B) lorsque X n’est plus métrisable. 
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5) Avec les notations initiales, désignons par B* le cône 
- convexe des g > 0 de B. 
Pour tout élément b de B* qui est > 0 sur B+, on a: be (B*)t. 
Sinon, en effet, il existerait une forme linéaire | faiblement 
continue dans B*, telle que {(b) < 0 et 1 > 0 sur (B*)+. 

Or L est identifiable à un élément de B; dire qu’il est > 0 


sur (B*)+ signifie encore que sl dy > 0 pour toute mesure 
» > 0 sur X, d’où le Bt. Il est donc impossible que I(b) < 0. 

Ordonnons B par le céne convexe B+; ce qui précéde montre 
que (B*)+ n’est autre que l’ensemble des formes linéaires 
continues et positives sur l’espace normé et ordonné B. 

Il en résulte, en répétant une démonstration connue dans le 
cas où B est de la forme C,(K), que si B (ordonné par Bt) est 
réticulé, B* (ordonné par (B*)+) est complètement réticulé. 

La réciproque est fausse; en effet quand B et X sont définis 
comme dans l’exemple précédent (X = [0,1] x fa, b, ct), B* 
est réticulé, tandis que B ne l’est pas. 

Peut-on mettre la condition « B* est réticulé » sous la forme 
« B’ est réticulé », où B’ serait un espace vectoriel contenant 
B et associé à B? (C’est le cas dans l’exemple précédent). 

6) Soit ® un convexe compact non métrisable d’un e.v.t. 
loc. convexe séparé; et soit & l’ensemble de ses points extré- 
maux. 

L'ensemble des ve Ab+($) qui sont pseudo-portées par & 
est un cône convexe réticulé pour son ordre propre. Donc si 
tout point de À est barycentre d’au plus une pu. e Ab'($) pseudo- 

portée par 6, ® est un simplexe. 

La réciproque est-elle vraie ? 

Dans cet ordre d’idées on peut montrer que si ® est un 
simplexe, tout point de % est barycentre d’au plus une pu € Ab'(S) 
qui soit quasi-portée par 6 en ce sens que L(K) = 0 pour tout 
compact K disjoint de 6. La démonstration est presque la 
méme que celle donnée antérieurement pour les mesures 

portées par & (Choquet 1). | 

Ce résultat s’étend d’ailleurs, avec une formulation adaptée 
aux cônes convexes quelconques, à tout cône convexe saillant 
C tel que : 

1) Toute suite décroissante d’éléments de C converge vers 
un élément de € (l’ordre étant celui associé à C canoniquement). 
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| 
2) Pour tout ensemble totalement ordonné Ac €, il existe” 
un sous-ensemble dénombrable de A, co-initial à A. t 
3) Pour tout élément extrémal à de €, et tout sous- -côneh 
fermé 4 c€ ne contenant pas 4, l'enveloppe convexe fermée, 
de 4 ne contient pas 6. 
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QUELQUES PROPRIETES DES FIBRES 
AU SENS DE KAN 


par Michel ZISMAN 


INTRODUCTION 


Dès que la notion d’homologie singulière a été dégagée 
avec assez de clarté par S. Eilenberg [4], la notion d’ensemble 
simplicial s’est imposée peu à peu à tous les topologues. Un 
ensemble simplicial X n’est rien d’autre en effet, qu’une 
famille d’ensembles X,(n > 0) munie d’opérateurs de « faces » 

et de « dégénérescences » satisfaisants aux mêmes relations 
formelles que les opérateurs de faces et de dégénérescences 
définis classiquement sur l’ensemble S(X) des simplexes 
singuliers d’un espace topologique X. On sait que la connais- 
sance de S(X) permet de trouver non seulement l’homologie 
singulière de X (par définition même de l’homologie!) mais 
encore les groupes d’homotopie de X. Dès lors il était intéressant 
d’étudier systématiquement la structure dont était doué 
l’ensemble S(X), abstraction faite de son origine géométrique, 
c’est-à-dire d’étudier les ensembles simpliciaux. 

Deux faits importants venaient renforcer ce point de vue 
d’ordre général : 

4. Il est possible de construire des ensembles simpliciaux 
K(x, n) qui ont même homologie que les espaces d’Eilenberg 
Mac-Lane de type (x, n) (cf. [5] et [2]). K (x, n) est un groupe 
simplicial auquel on peut appliquer des constructions d’origine 
algébrique comme la W-construction ([2]) 

2. Si K est le foncteur représentation géométrique (cf. [14]) et 
S le foncteur des simplexes singuliers, ces deux foncteurs sont 
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adjoints au sens de Kan ([11]). L’étude de l’homologie dans la 
catégorie des espaces topologiques et fonctions continues est 
donc ramenée à l’étude de l’homologie dans la catégorie des 
ensembles simpliciaux et applications simpliciales. C’est ce 
qu’on fait en particulier pour définir les opérations cohomolo- 
giques et étudier leurs propriétés (cf. [2] et [3]). 

Signalons encore que l'introduction de méthodes purement 
algébriques étant facilitée par le contexte simplicial, plusieurs 
notions se trouvent simplifiées par ce point de vue, en particu- 
lier celle de décomposition de Postnikov d’un fibré [15]. 


x 
* * 


Ainsi donc, le point de vus simplicial a-t-il de nombreux 
avantages en topologie algébrique. Malheureusement, en 
contre partie, la technique interne de cette théorie est beaucoup 
moins « souple » que la technique des espaces topologiques 
(par exemple, si A[n] est le simplexe géométrique de dimension 
n, et P un point de A[n], l'application identique A[n] > Af[n] 
et l’application A[n] — P sont homotopes; mais si A[n] est le 
n-modéle de la catégorie ¥ des ensembles simpliciaux, cela 
n’est vrai que si P est le O-iéme ou le n-ième sommet de A[n]); 
d’où de nombreuses difficultés dans la démonstration des 
théoremes de base. En fait, plusieur de ces théorémes (théo- 
rème d’extension des homotopies, existence d’une suite spec- 
trale d’homologie des fibrés, obstruction à la construction 
d’une section d’un fibré...) ont été utilisés sans démonstration 
par de nombreux auteurs se fiant à juste titre à leur intuition 
mathématique. Étant donné l’importance du développement 
que prenait la théorie, il devenait nécessaire de revenir a la 
source, et de démontrer une fois pour toute tous ces théorémes : 
tel a été le but de ce travail. 


* 
* + 


Le chapitre 1 donne des définitions élémentaires de la théorie. 
Il contient une démonstration simple du théorème d’extension 
des homotopies (théorème (2-3)) et du fait que si X est un 
complexe de Kan, la relation homotopie entre applications 
Y— X est une relation d'équivalence (théorème (2-5)). On 
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n'a pas donné de démonstration du fait que Hom (Y, X) est 

- un complexe de Kan si X est un complexe de Kan, car ce résul- 
tat n’est pas utilisé dans la suite, et car il en existe une excellente 
démonstration dans [13]. 

Pour définir les groupes d’homotopie d’un complexe de 
Kan, on a choisi la définition originelle de D. Kan [9] mieux 
adaptée a la démonstration du « lemme d’addition » (3-6) que 
la définition de J. C. Moore [15]. (On montre l’équivalence 
de ces deux définitions). Le lemme d’addition signalé par 

_S. Eilenberg dans [4], n’a semble-t-il jamais été démontré 
dans la littérature. 

On termine (*) ce chapitre en montrant que, comme dans le 
- cas topologique, on peut définir les groupes d’homotopie en 
utilisant des applications définies sur des «sphères ». Cette défi- 
nition est utile pour étudier le cocycle obstruction (chapitre rv). 


* 
x * 

Le chapitre 11 est un préliminaire aux chapitres 111 et Iv. 
La théorie des catégories avec modèles due à S. Eilenberg et 
5. Mac-Lane [6] a pour but, grâce au théorème des modèles 

_acycliques ((6-1)* et (6-1),) de montrer que certains foncteurs 
à valeurs dans la catégorie des modules différentiels gradués, 
ont même homologie: ainsi montre-t-on que les foncteurs 
chaînes singulières et chaînes singulières cubiques, chaînes 
singulières et chaînes singulières normalisées, etc... ont même 

: homologie. Cette théorie a été utilisée pour résoudre un pro- 
blème de suite spectrale pour la première fois par V. K. A. M. 
Gugenheim et J. C. Moore [12]. Il leur a fallu pour cela enrichir 
la structure des Catégories avec Modèles en introduisant des 
« fonctions de dégénérescence ». C’est cette dernière théorie 

“qui est exposée ici. Cependant dans [12] il n’est question que 
d’homologie; on a donc étendu tous les résultats de [12] au 
cas de la cohomologie. Les démonstrations (souvent absentes 
dans [12]) sont complètes; elles ont été données de préférence 
en cohomologie, ce cas étant légèrement plus compliqué que 
celui de l’homologie déjà traitée dans [12]. 

(1) Au moment de publier ce travail, je viens de m’apercevoir que ce point de vue 


a déjà été développé par Barcus [16] dans un séminaire de J. C. Moore. Cependant 
Barcus ne donne pas explicitement de procédés pour additionner des classes d’homo- 


logie entre applications (A[n + 1], 0) > (X, a) (ef. (4-6)). 
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Pour traiter divers problèmes d’homologie relative, on aw 
introduit des sous-catégories J et J d’une catégorie donnée 
a, et des catégories &; et Ay qui permettent de ramener des — 
problèmes relatifs dans a à des problèmes absolus dans ay ou ~ 
x. | 
Le chapitre se termine par la démonstration d’un théorème # 
général d’Eilenberg-Zilber en homologie et cohomologie rela- i 
tive à ceefficients locaux quelconques dont un cas particulier 
est utilisé dans le chapitre rv, et par l'illustration des rapports ! 
existant entre la théorie des coefficients locaux donnée plus 
haut et la théorie habituelle. 


4 


* 
+ # 


Le chapitre 111 est réservé à la démonstration de l’existence 
de suites spectrales d’homologie et de cohomologie des fibrés # 
au sens de Kan. La méthode suivie est celles donnée dans [12] 


par V. K. A. M. Gugenheim et J. C. Moore. 


* 
* + 


Dans le chapitre tv, on montre que la théorie classique de 
l’obstruction à la construction d’une section d’un fibré (de © 
Serre, dont la base est un C. W. complexe) est valable sans 
restriction pour les fibrés au sens de Kan. Comme pour de 
nombreuses raisons la belle théorie de Barcus [1] n’a pu être 
étendue au cas qui nous intéresse, il a fallu revenir à la défini- 
tion initiale de N. Steenrod [18]. La définition du cocycle 
obstruction ne présente aucune difficulté compte tenu du 
chapitre 1. La définition de la cochaîne différence s’est avérée — 
au contraire relativement plus difficile. Chez N. Steenrod elle 
est aisée car le produit cartésien d’une n-cellule par le segment 
[O, 1] est une (n+ 1)-cellule, alors que le produit cartésien 
d’un n-simplexe par un 1-simplexe n’a pas de sens. Il a donc 
fallu introduire le produit tensoriel des complexes normalisés 
de la base B du fibré et de A[1], et utiliser ensuite le théorème 
d’Hilenberg-Zilber. Notons une dernière différence entre le: 
cas topologique et le cas simplicial : la définition du système 
local d’homotopie de la fibre est plus compliquée dans ce dernier 
cas, mais, contrairement au premier cas, si la base est connexe, 
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les diverses fibres ont même type d’homotopie. De même, si X 
est un complexe de Kan, les opérations de r,(X, a) sur 
TX, &) sont induites par des applications X — X, contraire- 
ment à ce qui se passe en général dans le cas topologique. 


* 
x * 


Je suis heureux de pouvoir exprimer ici toute ma reconnais- 
sance à M. A. Lichnérowicz sans lequel ce travail n’aurait pas 
vu le jour, pour l'intérêt qu'il lui a constamment porté, pour 
les nombreux entretiens qu’il a bien voulu m’accorder. 
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CHAPITRE PREMIER 


GROUPES D’HOMOTOPIE 


1. — Généralités sur les ensembles simpliciaux. 


1. 1. Définitions. — a. Soit A la catégorie dont les objets 
forment une suite A,, A,,...,A,,..., où A, désigne la suite 
des entiers (0, ..., n) et les morphismes A, — A, sont les appli- 
cations croissantes (au sens large). Tout morphisme s’obtient 
par composition des morphismes identiques A, > À,, et des 
morphismes du type suivant: 


à; : A —A,y (0<i<n 
i: Ari A, (Ost <n) 


ox 


où à, désigne l’application strictement croissante qui ne prend 
pas la valeur 1, et 5, l'application surjective qui prend deux 
fois la valeur 1. 

b. Soit & la catégorie des ensembles et applications ensem- 
blistes, et ¥ la catégorie des foncteurs contravariants de A 


dans 6. Soit X un objet de 4. On pose 
X(A,) = X,, X(6;) — dj; X(o;) = S;. 


les éléments de X, sont appelés n-simplexes de X; les d, 
(resp. s;) sont les opérateurs de faces (resp. de dégénérescences) 
de X. Si « est un morphisme de A, X(«) sera appelé opérateur 
simplicial de X; tout opérateur simplicial s obtient par compo- 
sition des d, at sj. De plus tout opérateur simplicial s’écrit 
toujours de manière unique : 


5; sans De, avec PPT SS + cine à aa | 


rc RL ik "ja 
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on dit alors qu’il a été écrit sous la forme canonique. Des rela- 
tions évidentes entre 5, et o; on tire les relations entre les d; 
et 5: 
did, = d,_.d; pour 1 < J; 
818) = 8j+18 POUr EL < I> 
sd, pour w<], i 
ds; = lidentité pour i=j et pour 1.=j+1 
$/d;_, pour 1 >j+1. 


Soient X et Y deux objets de S; un morphisme de J est 
une transformation naturelle de foncteurs X — Y, c’est-à-dire 
une suite d’applications ensemblistes f,: X, > Y, assujetties 
aux conditions 


df, =f,-.d4, pour 0<1< n, n 
Sifn = fro pour OCi<n, n 


Les objets de ¥ sont appelés ensembles simpliciaux, et les 
morphismes de JS applications simpliciables (+). On désignera 
par d6(X, Y) l’ensemble des applications simpliciables X — Y. 

c. Soit X un ensemble simplicial et x e X (i.e x est un élément 
de l’un des ensembles X,); si x = sx’, on dit que x est dégénéré, 
si x n'appartient pas à l’image des s; on dit qu’il est non dégé- 
néré. Tout x e X s’écrit d’une manière unique §;,... s,y avec y 
non dégénéré, et 1, >--- >t, (k peut être égal à zéro). 

d. On dit qu’un ensemble simplicial Y est un sous-ensemble 
simplicial de X, et on écrit Ye X, si Y,¢ X, pour chaque n, 
et si les d; et s, de Y sont induits par ceux de X. L’injection 
Y — X est alors une application simpliciale. En particulier 
soit X" le sous-ensemble simplicial de X engendré par X,; 
X" est le n-squelette de X et l’on a la suite d’injections : 


X° +> Xi>.-.- XX, 


Si A est un sous-ensemble de X, on désignera par S(A) le 
sous-ensemble simplicial de X engendré par A. 
e. Soit A[n] l’ensemble simplicial défini par 


A[n], = Hom (4, À,) 


(*) Afin de simplifier le langage, le terme « application » désignera toujours les 
applications simpliciales. Toute autre application sera désignée par le mot « fonction ». 
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où Hom est rapporté aux morphismes de A, avec, si ae A[n,] 
da = a6, Sa = Q00;. 


Soit de Hom (A,, A,) Videntité. On dit que © est le 
n-simplexe fondamental du n-modèle A[n]. 

On peut aussi interpréter A[n] de la façon suivante: les 
éléments de A[n] s’écrivent 96", où 9 est un opérateur simpli- 
_ cial. Disons que + est de poids q si k — 1! = q lorsque © est 
écrit sous la forme canonique (1-1) b. Alors A[n], = {¢3"\¢ 
de poids p—n} et 


di(go") = (dg)à", 8,($0") = (19) 8. 


On désignera souvent par A[n], (resp A[n]) le (n-1)-squelette 
[resp (n-2)-squelette] de Afn]. 

f. Soit X un ensemble simplicial et se X,. On définit 
&ed6(A[n], X) par £(¢0") = px. Z est la seule application 
A[n] + X telle que #(0") = x. Réciproquement si f est une 
application A[n] — X, et si on pose f(6") = x, on a f=@. 
_ Autrement dit X, = 46(A[n], X). Soit xe X, et 9 un opérateur 
simplicial de poids p—n. Ona 

ba = Boos? 

g. Les zéro-simplexes de X seront souvent appelés sommets 
de X. Si ze X, est un sommet, on désignera toujours par le 
même symbole x le sous-ensemble simplicial de X engendré 
par æ. Ce sous-ensemble simplicial ne contient qu’un seul 
n-simplexe pour chaque n, à savoir six, et disix = s}—‘a, 
Pe cf HR 16 Vu 

On appelle %* la catégorie des ensembles et applications 
simpliciaux avec points bases, dont les objets sont les couples 
(X, x) ou XeS et x est un sommet de X, et les morphismes 
les applications de ¥ qui transforment point base en point 
base. | 

On prendra pour point base de Afn] le sommet d, ... d, à" 
(«o-ième sommet de n» qui sera souvent désigné par O ou O,). 

Si (X, x) est un ensemble simplicial avec point de base et 
YcX on définit l’ensemble simplicial avec point de base 
quotient (X/Y,x), par (X/Y), = X,/Y,, Yn étant identifié 
à x, les opérateurs faces et dégénérescences étant définis par 
| passage au quotient à partir de ceux de X. “ 
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h. Soient X et Y deux ensembles simpliciaux. Le produit 
cartésien X X Y de X et Y est l’ensemble simplicial défini par 
(X X Ya = Xi X Yn L 

d,(x, y) = (dx, dy); s(x, y) = (sx, sy) (re XwYEYn). 4 

Si f: X > X’ et g: YY’ sont des applications, 
fXg:X¥xY>X x Y’ 
est l’application définie par 
(f X g)a(2, y) = (f(x), 8n(y)) (ve X,, ye Y,)- 

1. 2. Homotopies. — On pose pour simplifier I = A[4], 
= 0, 1a, 

{re définition de l’homotopie. — Deux applications f, g:X—Y « 
sont homotopes s’il existe une application k:1 X X — Y 
telle que f= koe, g=kog, où €, est l’application X—IX X 
définie par ex) = (e, x) (e = 0,1). On note f~ g. 


2€ définition de l’homotopie. — Deux applications f, g: X—> Y 
sont homotopes s’il existe, pour chaque n, n+ 1 fonctions k; 
X, > Yyys (1 = 0,...,n) telles que 


Ski = ks; pour t=], 
ki —= sk, pour Po): 
djxik = kid, pour DES À 
d+ hig, = ditik pour t<n, 
dik;+: io kyd, pour t < 1; 


dk, = g, disk, = f, 
ces deux définitions sont équivalentes, en effet il suffit de — 
poser 


k(au-en px 8e se 21800 2) =, aa it 
pour définir k connaissant les k; et réciproquement 
kya = k(s, ... 8... 8, six) 
pour définir les k, connaissant k. 


REMARQUE 1. — La relation — n’est pas en général une 
relation d’équivalence. 


REMARQUE 2. — La deuxième définition de l’homotopie 
fait intervenir la « décomposition d’un prisme en simplexes 
élémentaires ». 
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(1. 3). Homotopies relatives. — Soient f et g deux appli- 

cations (X,A)—(Y,B):.eAcX,BceY etf,g|A:A—B. On 

dit qu’elles sont homotopes rel (A,B) (f— g rel (A, B)) s’il 
existe une application k: (I x X, I x A) —+ (Y, B) telle’ que 
Pky ey et. g = ki: 

En utilisant les k; au lieu de k, cela revient à dire que les 
k; sont des fonctions A, > B,... 

On dit qu’elles sont homotopes rel A (f~ g rel A) s’il 
existe une application k: (I x X, I x A) — (Y,B) telle que 
f= koe, g=koe, et si de plus k(a, a) = f(a) = g(a) pour tout 
ael,aeA. En utilisant les k, au lieu de k, cela revient à dire 
que ka = sf (a) = s,g(a) pour ae A. On dit aussi que l’homo- 
topie k est stationnaire sur 


1.4. Lemme. — Soient a; =(s,5,-,...8;...s0!, sd") e I X A[n] 
(à = 0,...,n) et f une fonction définie sur les a, à valeurs 
dans un ensemble simplicial X telle que d;;,f(a+:) = d;4,f(@) 
pour 1 >0. Alors f peut se prolonger de façon unique ou 
une homotopie notée encore f: | x A[n] > X. 

Ce lemme dont la démonstration ne présente aucune diffi- 
culté est souvent utile pour construire des homotopies entre 
applications A[n] — X. Ainsi, pour démontrer la proposition : 


Proposition. — Îl existe une homotopie w,: 
(I x Afn], I x 0) + (A[n], 0) 
et une homotopie w, : 
(DATA ROUE dy 36") (Ata); dur 4:07) 
telle que 
(i) w,°€, = identité, w,°& : A[n] > 0, 
w) og, = identité, woe, : A[n] +d, ... d,_,0" 
(ii) dd*ow,_, = ,0(id x do") pour i>0 
dow, = wye(id x dé") pour i<n 
Gi) BP ones = one (id x 5°), 
| s9"0 Ons = W,, © (id xX 3") 
il suffit de poser 


w,(@) Fa à p(y) = 860") 


uifo= si, dan Sods. oh duo. (à. >> 0) 
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et (An) — (ON (#7) =: 8,0", 
wn (Q) = Sp... Si4 dine cee di; (u eon = 1) 


et de vérifier les relations (i) (ii) (iii), par un calcul purement 
mécanique. 


Î 
: 


1. 5. Complexes de Kan, fibrés. — a. On dit qu’un ensembles 


simplicial X satisfait à la condition d’extension de Kan, ou 


que X est un complexe de Kan, si X possède la propriété sui-" 


vante : quels que soient les entiers n et k, et les n + 1 n-sim- 


plexes x, (i =0, .. flot. ta en 1) de X tels que dx, = dj_,a, 


pour i, j 7k et i<j, il existe un (n + 1) — simplexe x tel 
que di = x, pour i£k. 


Si A¥ [n] désigne le sous-ensemble simplicial de A[n] engendré 


par les (n— 1) — faces 4,0" avec ik, on peut énoncer la 


condition précédente sous la forme : quels que soient les entiers « 


n et k et l'application f: A* [n] > X, il existe une application 
g: A[n] — x qui prolonge f. 

b. Un fibré est un triple (E, p, B) où E et B sont des ensembles 
simpliciaux et p: E —B une application, satisfaisant à la 
condition suivante : quels que soient les entiers n et k; et les 


n + 1 n-simplexes zx, (1 = 0, 1..., ates n-+ 1) de E, tels | 
que (i) dæ= d;_,r pour 1, j Ak et i<j] (ii) p(x) =dy 


pour .~Ak et yeB,,,, il existe un (n + 1)-simplexe x de 
E tel que (1) dx = x; pour i #k (11) p(x) = y. 

Il revient au même de dire que quels que soient les entiers 
n et k et les applications f, g telles que le diagramme 


An] —L-E 
inj 


A[n] 


-B 
8 


| 


: 
‘ 


| 


soit commutatif, il existe une application h:A[n] >E qui: 
prolonge f et qui vérifie poh = g. On dira que « h prolonge f! 


au-dessus de g ». 
On passe de l’une à l’autre de ces définitions en utilisant 


(12) 7. 
c. Si (E, p, B) est un fibré et be B,, on pose p (6) = F,. 


F, est la fibre au-dessus de b. C’est un complexe de Kan. 
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Réciproquement si X est un complexe de Kan, et b un ensemble 
- simplicial réduit au seul sommet b et ses déni l'unique 
application p: X — b fait de (X, p, b) un fibré. 

d. Fibré induit par une application. — Soit (E, p, B) un 
fibré et f: X B une application. On désigne par f*E le sous- 
ensemble simplicial de X x E formé par les couples (x, e) 
tels que f(e) = ple) fa X, ee E). Il existe deux applications 
canoniques P : PE > X HOt f*E — E définies par P(X, e) = x, 
Q(z, e) =e pour (x, e)ef*E. (f*E, P, X) est aussi un fibré: 


le fibré induit par f, et on a un tenon commutatif 


ph SE 
P| lp 


X ; B 


e. Plus généralement soient (E, p, B) et (E’, p’, B’) deux 
fibrés; un morphisme de fibrés est un diagramme commu- 
tatif 


E’ E 
P| lp 
isi B 


f 


où toutes les flèches sont des applications de ¥. La catégorie 
dont les objets sont les fibrés et les morphismes de fibrés sera 
désignée par %. Dans cette catégorie, on appellera modèle 
un fibré dont la base est un A[n]. 


2. — Propriétés élémentaires des fibrés. 


On se propose d’énoncer un certain nombre de propositions 
[théorèmes (2. 3) et (2. 5)].plus ou moins connus ou démontrés 
dans la littérature, d’un usage constant dans la suite. Les 
lemmes 2. 4 ne seront utilisés que dans le chapitre 4. 


2.1. Proposition. — Soient (E, p, B) un fibré, A: #[n] 
_ le sous-ensemble simplicial de A[n] engendré par les faces diÿ”, 
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GZk,,...,k,), avec 0 < k, < ….<k, net p<n, et f 
g deux applications, tels que le diagramme | 


Aky ko[n] Î : | 


fi ke | 


A[n] é 5B 


soit commutatif. Il existe alors une application h: A[n] > E 
qui prolonge f au-dessus de g. 

La démonstration se fait par récurrence sur p. Si p = 1 la « 
proposition se réduit à la définition des fibrés. Supposons la 
propriété vraie pour p << m et soit p= m. On considère le 
diagramme commutatif : 


tt 


At ie PAR A, kn[n] lose 


rg jin |p 


dem" 
— 


inj 


AIn 4] A[n] rons 


D’après l’hypothése de récurrence, il existe h’ : A[n — 1] > E 
qui prolonge f ody, D au-dessus de god, À. Posons 
hi(gd 2") = h’ (gè—") 


pour tout opérateur simplicial 9. Comme À, et f coincident 
sur S(d, 6") n A*~*=[n] on peut prolonger f à f;: 

Ave km—afn] > E 
au-dessus de g en posant f,|S(d, 6") = h. En appliquant 


encore une fois l’hypothése de récurrence, on arrive au résultat 
désiré. 


2.2. Proposition. — Soient (E, p, B) un fibré et f, g deux 
applications, tels que le diagramme: 


Ake sp k, [n] Î 


[ini | \p 


An] ee 


soit commutatif (1<r< p). Il existe alors une application h: 
Akfn] + E qui prolonge f au-dessus de g. 
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Démonstration par récurrence sur p, le cas p = 1 étant 
- évident. Si rp on considère le diagramme 


Ake Bp, [n ee 1] —#~ di" Av. *e[ nl E 
jini ‘ Be: fo lp 
AREA] Be, An] B 


d’après 2. 1, il existe une application h’: A[n —1] > E qui 
prolonge fo dy, 6” au-dessus de god; d". On pose 


h,(Gd4,0") = h'(go"~") 
pour tout opérateur simplicial +. h, permet de prolonger f 
à f,: Afv-#r-[n] + E au-dessus de g. Donc f, est prolon- 
geable à h: A*[n] > E au-dessus de g d’après l’hypothèse de 
récurrence. Si r= p, alors p > 1 entraîne que r 1. On 
conclut dans ce cas en utilisant un diagramme dont la première 
ligne est 


Aten — 1] LT k[n] LE 
où ki =k, si k=k +i—1, Bi ii, 
si non. 


THÉORÈME 2. 3. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que (E, p, B) soit un fibré est que, quels que soient les ensembles 


simpliciaux X et Y avec Yc X, les applications f, g et e=0 
ou À, tels que le diagramme 
(Lx Y)u(ex X)—t 
inj 


[Xx ea ee 


D SE 


soit commutatif, il existe une application h:1X X—E qui 
prolonge f au-dessus de g. 


DÉMonsTRATION. — a: Condition suffisante. — Soit un 
diagramme commutatif 


An] E 
(1) nif lp 
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et considérons la suite d’applications (notations de 1. 4) 
(2) An] 4 (1 x AMfn]) u (0 x Afn]) + An] 
dont la composition est l’identité puisque 
Wy 0 dyAy(8") = w,d(&) = dy, (ay) = dis è" = à". 
Le diagramme 
(I x A°[n]) u (0 x A[n]) 2" 


E 
(ini \p 


I x Afn] See 


= 


2 


est commutatif; donc par hypothèse, il existe h: I x A[n] > E : 


qui prolonge fow, au-dessus de gow,. Comme w,°d& est 


Videntité, on en déduit que dyay eh prolonge f au-dessus de g. » 


Si A‘[n] est remplacé par A'[n] dans le diagramme (1), on | 


utilise, au lieu de Lie la suite d’applications : 


An] =“ its (1 x Afn]) u (4 X A[n]) 2S Afn]. 


Enfin, si dans (1) figure A‘[n] avec 10, n on utilise « 
l'application w, (1) = I x Afn] > Afn], « intermédiaire » entre « 


w, et w, donnée par: 


vu (i) (a) = 9" pour j<E 0, (i) (a+) = 9" 
Wy (1) (@) = 84... Si diy, ... dj" pour j>i+1, 


t= 0,1, ...,n—1; 


on a w, (0) = w,. De plus on remarque que I x A‘[n] oo) Aïn] 
et que l’application composée 


Attn] 2% “* (I x Afn])u (0 x Afn]) 2 An] 
est l'identité. oa 


b. Condition nécessaire. — On considère le diagramme, où 
f et g sont ie 
Min +1] (I x Afn] EU AT il) soot 


inj inj 


A[n + 4] 2 I x Afn] CR: 
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et où Âfn] représente le (n-1)-squelette de A[n]. Par hypothèse, 
= il existe une application h,: An+1]—E qui prolonge 
fea, au-dessus de god. On pose A, (a) = h, (+). On a 
Ph (ao) = g(a) et, pour i Z 1, 

diho(&) = dh(2" +1) = h(d,o"+') = fo (2 +1) = df(a). 
On a donc prolongé f à S(a,) au-dessus de g. Supposons que 


Pon ait prolongé f à S(a), ...,S(a,—,), et soit h,_, l'application 
- ainsi obtenue. Considérons alors le diagramme : 


A+'[n + 1] — +. (Ix Âfn]) US(d,a4—1) HE 
inj , inj |p 
co) Ce a i pene I x Afn] == à 


il existe une application h,: A[n+1]+>E qui prolonge 
h,—,° & au-dessus de go 4. On pose h,(a,) = h(d"+'). h, pro- 
longe h; au-dessus de g. Le théorème est donc démontré 
par récurrence pour X = Afn], Y—Afn], e=1. Pour les 
mêmes X, Y, e = 0, la démonstration se fait par récurrence 
descendante, en construisant d’abord un prolongement de f 
à Ap. 

Passons maintenant au cas général : 

Supposons que l’on ait déjà déterminé hf sur le (n-1)-sque- 
lette de X et soit xe X", x non dégénéré, ze Y; soit S(x) 


l’ensemble simplicial engendré par x, S(x) = S"—'(x). On a alors 
. le diagramme commutatif : 


(I x Afn]) u (e x A[n]) — PACS E 
inj inj P 
I x Afn] a I x S(2) 8 B 


d’après ce qui précède, il existe une application h’: I x A[n] > E 
qui prolonge ho & au-dessus de go%. On pose h(a, ga) = h'(x, pô”) 
pour tout « I, tout opérateur simplicial ¢. h est ainsi prolongé 
4 S(x) au-dessus de g, quelque soit x e X”, donc h est prolongé 

4 I x X", même démonstration pour n = 0 (A[n] et S(x) 
_sont alors vides) ce qui démarre la récurrence. 


CorottairE 1. — (Théorème d’extension des homotopies). 
— La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble 
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simplicial E soit un complexe de Kan, est que, quels que soient les 


ensembles simpliciaux X et Y avec Y c X, l'application f: X > E 
et Vhomotopie k:1X YE telle que kot. =f|Y (e=0 
ou 1), il existe une homotopie h: 1X X—E qui prolonge k, 
et telle que koe, =f. 


oy ee 


Il suffit en effet de prendre pour B l’ensemble simplicial — 


réduit au seul sommet b et d’appliquer le théorème 2. 3. 


CoroLLaIRE 2. — Soit (E, p, B) un fibré, E’, B’ des ensembles 
simpliciaux p', f, g, des applications telles que le diagramme 


NE, 
lp’ le 
B’ B 


soit commutatif. Soit k: 1x B’—>B une homotopie telle que koe, = g 


(e=0 ou 1). Il existe alors une homotopie h:1X EE : 


telle que (1) poh—=k{ü) hoe, =f (i) h est stationnaire sur 
p''(A)ceE" si k est stationnaire sur A’ cB’. 
Il suffit en effet d’appliquer le théorème 2. 3 au diagramme 


(Ix p-"(A’)) u (e x E') E 


in] \p 
T5eK" 


k 0 (id x p') B 


où lest l’application définie par l(a, x) = f(x), (x e p’—*(A’), a eI), 
U(e, x) =f (2) (ve E’). PTS 


2. 4. Soient de nouveau Y € X deux ensembles simpliciaux, 
(E, p, B) un fibré, et un diagramme commutatif 


Saili  p 
ini] |p 
XX > B 
8 


Lemme 1. — Si 
X=1x An], Y=(0x Afn])u (1 x Afn])u (I x Afn]) 


: existe une application h: X->E qui prolonge f au-dessus 
e g. 


LE 


DAT. r 
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Démonstration analogue à celle du théorème 2.3 b: on 


utilise des be a dont les lignes supérieures sont : 


AbeHTy + se Ju (I x An]) LE, 
ik, AteEtin + 1] (I x Aëfn]) u S(da,_,) 222 


Il existe alors hj: Se +1]—E au-dessus de god, qui 
prolonge h,_, od, d’après 2.1; d’où la définition de h,. 


Pour 1 = k on utilise 
Attn + 1] (I x A*[n]) u S(dyay_.), 
on repart ensuite de 1: = n: 
An + 1155-04 Atm) u (Lx And) LE, 

sk Are Bit 1 (1x AMn]) v Sd as) tt 
ce qui permet de définir les h; pour 1 > k + 1 de proche en 
proche. Enfin h,,, est défini par 

An + 1 (1 X Afn]) u Sirius dy 42) > E 

ou 


IT x A*[n] ee FI X An], [| S(dy410%) = hy|5(dy+s4x), 
|S(di+ 2@n4 2) per hy+:|S(dxr Gr), 


: la démonstration précédente doit être légèrement modifiée si 
k=0 oun, n—1. 


Lemme 2. — Si 
X =1+ Afr, 
= (0 X A[n]) u (41 x Afn]) u (I x Sw-"ir(0,)) 


où o, est un g-simplexe non dégénéré de A[n], et S~’'r(aq) 
ensemble simplicial engendré par les (g — 1) -faces dis, avec 
tA i, in 0Lu LL L, wi existe une applica- 
tion h: X +E qui prolonge f au-dessus de g. 

Démonstration par récurrence sur n. Si n= 1, l’énoncé 
est exactement celui du lemme 1; de toutes façons, la démons- 
tration est évidente dans ce cas. 

Supposons le lemme vrai pour n—1. 
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1er cas. q < n.5, est alors un simplexe de S(dè") pour un » 
certain k. Soit s! le g-simplexe de A[n — 1] tel que dd" (a) = %- 


Dre ae de Xe, 180 aed 
L’application Siv - 'p(a7) het Siv-»'p(a,) est surjective et on a 
un diagramme commutatif 


(OxAfn—1]) u (1x A[n—41]) u (Ix Sie 'e(o/)) SAO YLE! 
inj | inj \p 
Ix A[n—1] —— IxA[n]_8, B 
id X d,,5" 
L’hypothése de récurrence permet de définir 


h':1 x A[n—1] > E 


qui prolonge fo(d,o" x id) au-dessus de go(d,o" x id); on 
définit f,: S(d,6") > E qui prolonge f au-dessus de g par « 
f(a, cdd") = h'(a, ¢e"-!) pour tout opérateur simplicial 9 
et tout we I. 

On est donc ramené au cas où g=n, Sv-t(o,) = Alen], # 


2e Cas. — q =n; Si p = 1, le lemme 2 résulte du lemme 1. — 
Supposons que le lemme soit vrai pour p — 1, p > 1. Le dia- « 
gramme commutatif | 


idx dy" | 


(OX A[n—1]) u(4x A[m—1]) u (IX Atv 'e-1[2—1] ——*> YLE 
inj ini] | 
[nr —1] id x dy 5" IX A[n] 7 B 


et ’hypothése de récurrence (pour n) permet de définir 
h':1 X A[n—1]—E qui prolonge fo (id x d,,5") au-dessus 
de go(id X d,,5"). 

Donc on peut définir f,: I X S(d,,6") > E qui prolonge f 
au-dessus de g par fi(a, gd; 0") = h'(«, ¢0"-') pour tout ae I, 
tout opérateur simplicial &. D’après l’hypothése de récurrence 
sur p, on peut alors définir une application h cherchée. 


LEMME 3. — Si 
out. = J-X hlinectoadh 
Y= (0 x Afn+1]j)u(i x An + 1))u (I x O4,) 
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ul existe une application h: X > E qui prolonge f au-dessus 
de g. 
En effet, on considére le diagramme 


(0 x A[n]) u (4 x A[n] u (Ix 0,) ee ae: 
inj SERRE À à (ini |p 
I x Afn] TS A [nf Ep 


le lemme 2 permet de définir h’: I x A[n] > E, done 
f.:Y, = (0 x A[n + 1])v (4 x Afn + 1]) u (I x S(d,4,)) > E 


qui prolonge f au-dessus de g. 
Soit 


Y,=(0x A[n+4]) u (AX A'[n+1]) u (IX A 2%") [nt 4] (741) 


et supposons que l’on ait étendu f à f,4,: Y,+,—> E au-dessus 
de g (p > 1). On considère le diagramme 


(OX Afn]) u (1X Afn])u (IX AS Pf] ee vs 
| ior Fe : lp 
Ix A[n] es ST Rain > B 


Vhypothése de récurrence et le lemme 2 permettent alors de 
définir 


| ee ae au-dessus de g, prolongeant f,:,. 


On arrive ainsi à f,: Y, >E. En considérant RES 
> et un diagramme analogue au précédent, on étend f, à 
AU X A[n + 1)u(I x A‘[n + 1]) > E, au-dessus de g. Le 


théorème 2. 3 permet alors de conclure. 


Remarque. — Le lemme 3 est encore vrai si on remplace 
A'{n + 1] par A*[n + 1] et si l’on échange le rôle de 0 et 1. 
Cependant, étant donné son caractère barbare, et le fait qu'il 
ne sera utilisé dans la suite que sous la forme énoncée ci-dessus 
il a semblé peu intéressant d’en donner une démonstration 
plus générale. 
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9.5. Proposition. — Soient (E, p, B) un fibré, X et Y des ! 


ensembles simpliciaux avec Y € X, f, hi, h, g des applications, 
tels que le diagramme 


(Ix Y)u(ex X)}—} LE 
MH 
“| LT rf 
ha 
Ix X ; B 


soit commutatif. Il existe alors une application h: 1 X X>E 
qui prolonge f au-dessus de g stationnaire sur Y, et telle que 


h:h(l—e, )~h(i—e, ). 


DÉMONSTRATION. — Posons Y, = (e X X)u(1—e X X), 
Y,=Ix Y, Y’=Y,vu Y,, X’=I1x X, et considérons le 


diagramme 


(IX Yule X X)—_ FE 
ini] \p 
IxX B 


où 


G(a, x’) = g(a,x) pour ae I, a= (6,2) Bel, rex 
F(e, x’) = f(e, x) pour ve X, 2 B, x) 


Sur I x Y, on définit F par 


F(a, e, x) = h,(a, x) ael, reX 
F(a, 1 —e, x) = h,(a, x) ael, zeX 


et sur I X Y, par 
F(a, B, y) = f(a, y) a, Bel, ye Y 


on vérifie que F définit une application simpliciale, et que le 
diagramme (1) est commutatif. Le théorème 2.3 donne une 
application H: I x X’—E qui prolonge F au-dessus de G. 
h= Hoe,_,: X'—>E est alors l’application cherchée. 


CorozLAIRE. — Soient E un complexe de Kan, F, X, Y, des 
ensembles simpliciaux tels que Fc E, Yc X. La relation ~ 
(resp ~ rel Y) entre applications X + E (resp (X, Y) +(E, F)) 
est une relation d'équivalence. Si de plus F est un complexe de 
Kan, la relation ~ rel (Y, F) est aussi une relation d'équivalence. 
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On prend pour B un point, alors EB est un fibré. La 
- proposition 2. 5 signifie alors ceci (où les f, désignent des appli- 
cations (X, Y) > (E, F)); si h,:f,~f, rel Y et h,: fiefa 
rel Y alors f, ~ f, rel Y. Mais, en échangeant le rôle de À, 
et h,, on a aussi, dans les mémes conditions, ferme fF telly. 
Enfin en changeant e en 1-e, on voit que l’hypothése f, ~ f, 
rel Y et f, ~ f, rel Y entraîne f, ~ f, rel Y et f,~/f, rel Y. 

Comme f— f rel Y (il suffit de poser h(a, x) = f(x) pour 
ael, xe X) on voit que f, —f;, rel Yet f, ~f, rel Y entraînent 
fi fs rel Y, et que f, ~ f, rel Y et f, — f, rel Y entraînent 
fo — f, rel Y et f, — f, rel Y, soit f, ~ f, rel Y. ~ rel Y est 
bien une relation d’équivalence. 

En prenant Y = ¢, on voit que ~ est une relation d’équi- 
valence. 

Supposons que F soit un complexe de Kan, et soit un dia- 
gramme commutatif 


(EC ery | lo (E, F) 
cg ve 
| 


Eee SY) 


Yo 


Ce diagramme permet de construire une application | 
((I x Y,) u (e x X’), (I x Y,) u (ex Y’)) > (E, F) (où l’on a posé 
YY "(ex X) ui (lex X) Vie (ex Y) u'(t1ex Y), X'=IXX, 
Y’ =I Y) par le procédé de la proposition 2. 5. F étant un 
complexe de Kan, on peut, en utilisant 2.3 corrollaire 1, 
prolonger la restriction de l’application précédente aux sous- 
espaces, en une application I x Y’ — F. On obtient ainsi une 
application: (I x (Y,u Y’))u(e x X’) +E qui se prolonge 
d’après le même corollaire en une application H: Ix X’>E 
c’est-à-dire, vu la construction même de H, en une application 


H: (I x X’, Ix Y’) ~(E, F). Mais alors 
Hoe,_,:ho Eole Cog NO UP 
On conclut alors comme précédemment. 


Remarque. — Si ZeYceX, GeFcE, et si on considère 
des homotopies: k: 1 xX X—E telles que k: 1X YF et 
k: 1X Z — G (homotopies rel (Y, Z, F, G)) et si G, F, E sont 
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des complexes de Kan, la relation — rel (Y, Z, F, G) est encore 
une relation d'équivalence. La démonstration est la même que 
dans le cas Z = G= 9, à la différence près qu’elle comportew 
une étape de plus. 


3. — Groupes d’homotopies (1° définition). 


Dans tout ce paragraphe, les ensembles simpliciaux seront, 
sauf mention expresse du contraire, des complexes de Kan avec 
point base, et les applications, des morphismes de %* (cf. 


(1-4)-g). 


3.1. Proposition. — Soit (E, p, B) un fibré; si B est un 
complexe de Kan, E l’est aussi. Si E est un complexe de Kan, 
et si p est surjective, B est un complexe de Kan. 

C’est évident. 


3. 2. a. Soit (X, &) un complexe de Kan avec point base %. 
on pose E(X, %),= {we X,,,|d,...d,,,.2= 2} et on défi- 
nit d;: E(X, Lo)n Et E(X, Mi: 5; : E(X, rm) A E(X, Lo)n +1 
p: E(X, %h > X, par: | 


dy B= yg yt, $= 8,1%, pt =a) 


Muni de d; et s,, E(X, x,) est un complexe de Kan, où l’on 
prend pour point de base le O-simplexe s%. De plus (E(X, X5) 
p, X) est un fibré dont la fibre au-dessus de a est désigné par 
Q(X, a). Soit A un complexe de Kan contenu dans X tel 
que a € À. On pose pt (A) = Q(X, A, a). C’est un complexe 
de Kan, et (Q(X, A, 29), p, A) est un fibré. Si f est une appli- 
cation (X, %) > (Y, yo) (resp. (X, A, 2) > (Y, B, yo)) f induit 
de façon évidente des applications E(f) : E(X, 2) > E(Y, yp), 
Q(f) Q(X, 20) > QCY, yo) (resp. Q(X, A, a) > OLY, B, y). 
On voit que Q et E sont des foncteurs §* > %*. Ces foncteurs 
jouent le rôle d’espaces de lacets et d’espaces de chemins de 
la théorie de la théorie des espaces topologiques. 

b. Si (X, a) et (Y, yo) =, (X X Y, (a, yo)) eS* et l’on 
a Q(X X Y, (ao, yo)) = Q(X, a) X Q(Y, y). 

c. Si (E, p, B) est un fibré, de fibre F = p 1 (bo), be Bo, 
et si & € Fo, (Q(E, &), Q(p), Q(B, b)) est un fibré dont la fibre 
au-dessus de so by est Q(F, e). 
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3.3. Le foncteur mo. 
a. Dans (X;5, a) on considère la relation x ~ y s’il existe 
un {-simplexe o e X, tel que dis = x, dys = y. On voit immé- 
diatement que si X est un complexe de Kan, ~ est une relation 
d'équivalence. On désigne par % (X, %) l’ensemble des classes 
d'équivalence. C’est un ensemble avec point base, le point 
base étant la classe d’équivalence de a. Si f: (X, a) > (Y, yo) 
est une application, on voit que f est compatible avec la rela- 
- tion ~, et définit par passage aux quotients une application 
To(f) : To(X, Lo) —>To( Y, Yo) compatible avec les points bases. 
Une telle application peut être appelée un homomorphisme 
d’ensembles avec points bases. On voit enfin que ©, est un 
foncteur qui prend ses valeurs dans la catégorie des ensembles. 
b. Les applications d'injection æ — (x, yo), y > (x, y) et 
les «projections (x, y) > x, (x, y) > y, définissent, vu la fonc- 
torialité de t) des homomorphismes. 


; T(X, Lo) > To(X XY, (Go. Yo))s To(Y; Yo) > M(X X Y, (ao, Yo)) 
T(X X Y, (Xo, Yo)) > To(X; To) X T(Y, Yo) 


qui montrent que le dernier homomorphisme est une bijection 
d’ensembles avec points bases. 


c. Soit eae une suite d’ensembles avec points bases 
et d’homomorphismes. On dit que cette suite est exacte si 
Im(f) = Ker (g), où l’on définit Ker(g) comme étant le sous- 
ensemble de B dont l’image par g est le point base de C. 
Avec les notations de 3.2 c on voit alors que la suite 


To(F’, €) > T(E, e9) evel ™(B) est exacte, où la première flèche 


désigne l’homomorphisme induit par l'injection de la fibre F 
dans E. 

d. Soient x et y deux éléments de Q(X, a). x et y sont donc 
des 1-simplexes de X tels que, dx = dx = dhyy = dy = %. 
X étant un complexe de Kan, il existe un 2-simplexe o e K, 
tel que d,s = xdyo = y. On pose do=aty. ds est un élé- 
ment de ())(X, %) qui dépend bien entendu du choix de c. 


Convention. — Si x e Xo, on désignera par x sa classe d’équi- 
valence dans %}(X, 2). 

On pose alors 7+ y = x + y, on vérifie cf. ([9], que cette 
opération est indépendante du choix de 5, et du choix de x et 
24 
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y dans x et y, et que muni de cette opération, To(Q(X, Xo), SoXo) 

e , 21 4 
est un groupe (non commutatif en général) dont l’éléments 
neutre est le point base, et que 


Tr Q(f) : M(Q(X, Lo), SX) > T(Q(Y, Yo); So) 
est un homomorphisme de groupes. 
3.4. Groupes d’homotopie. — On pose 


O*+'(X, 25) = Q(O(X, a), 5%), (7, 29), 
OX, 29) =X;  O"F'(X, A, a) = O(O%(a, A, X5)) (n Sap 
a. Définition. On pose 
Ty(X, Lo) = T (Q(X, Lo); So"To)» : 
(n > 0) = n*™ groupe d’homotopie absolue 
TAN Ae Sy) mie (Us À TS, El. 
(n > 1) = ni*™ groupe d’homotopie relatif 


A (f) = %Q"(f) pour f : (X, %) —(Y, yo) ou (X, A, %) > (Y, B, yp). 
On voit alors que 7,(X, 2) = 7,(Q%(X, 2), sx) pour 

ptq=n et que =,(X, A, x) = T{(O1UX, A, az) sx) pour 

d+q=n;q>0. 

De plus TX, Ly, fy) — TX, Te 


b. THÉORÈME. — 7,(X, 2) est un groupe pour n>1, 
TX, T, à) est un groupe pour n > 2. Les homomorphismes « 
Tn(f) sont des homomorphismes de groupes pour n> 1 dans 
le cas absolu, pour n > 2 dans le cas relaüf. 

tT, est un foncteur du couple (X, x,) dans le cas absolu, du 
triples (X, A, x) dans le cas relatif. 

De plus t,(X X Y, (te, Yo) ETUÛX, %) X TAY, yo). 

Ce théorème est une conséquence immédiate des définitions 


et de 3. 3-d, 3. 3-b. 


c. Suite exacte d’homotopie. — Soit A un complexe de Kan | 
contenue dans X et x, «Ac X. 


Soit : l'injection (A, 2) —(X, a) et j l'injection 
(X, To; %) + (X, A, a). 
On a vu dans 3. 2-a que (Q(X, A, %), p, A) est un fibré. La 


fibre de ce fibré (au-dessus de a) est Q(X, a) et Pinjection 
de la fibre dans l’espace total est Q(j). Appliquons le foncteur 
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QO” à ce fibré : d’après 3. 2-c on a encore un fibré. Appliquons 
alors ce foncteur rx, : d’après (3-2)c on a une suite exacte : 


To(Q"*'(X, Bg) i805) RE m(Q"**(X, A, To), sit ds) 
TQ” 
HERO RAA a) Sabo) 


c’est-à-dire, vu la définition des t,: pour n > 0 
Tn+4(] ù 
fn alt T5) itll ark Us A, To) — T,(A, Lo) 


-où l’on a posé %02"(p) = d (homomorphisme « bord »). 
Soit (A) la suite de groupes (ou d’ensembles avec points 
bases) et d’homomorphismes : 


RAC A, 2) (Aa) eet (Xp) ee ral X,, À 2). 


> m,(X, A, a) mA, vp) Er (X, 2). 


THÉORÈME. — La suite (A) est exacte, et est un foncteur 
covariant du couple (X, A). 

Le caractère fonctoriel est évident. Le fait que la suite est 
exacte résulte d’un calcul explicite sans grandes difficultés. 
La définition même de à fournit d’ailleurs directement une 
- partie de la démonstration. 


d. Suite exacte d’homotopie des fibrés. — Soit (E, p, B) un 
fibré, F la fibre au-dessus de bo, et e& € Fy. Soit p’ l’application 
(E, F) + (B, b) définie par p. 


Proposition. — 17,(p’):7,(E, F, @)—>7,(B, bo) est un 
isomorphisme pour n > 1. 

Pour la démonstration voir [16]. 

Soit 0’ l’homomorphisme « bord » du couple (EK, F). On 
définit 0: 7,,,(B, b,) > 7,(F, &) par 3=0'°7,(p’)? on consi- 
dére alors la suite des groupes (ou d’ensembles avec points 
bases) et d’homomorphismes 
(jm, A (B, b)—> (Fe) On, (E, ee) EE r,(B, Bo) >... 
| roli ™(P 

“+5576 (B, by) > (Fp e,) Em (E, e,) E(B, B). 
où i désigne l’injection F — E. | | 

Le théorème 3. 4-c appliqué au couple (E, F) et ce qui 
précède démontre le : 
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Tutorime. — La suite (A) est exacte et est un foncteur cova~ 
riant du fibré (E, p, B). 


3.5. On voit immédiatement sur les définitions que OX, Lo) 
est l’ensemble des éléments ze X, tels que dx = s5 "x pour 
i=0,...,n, et que Q(X, x) est l’ensemble des éléments x € Xe 
tels que dr = dx = +++ = dit = 85%, d,di+it = stg). Lal 
relation + y dans {2"(X, a) s’exprime alors comme suit dans X = 
Soient x et ye X, tels que dr =dy=s a pour 0L1<n. 
On dit que z~y s’il existe un élément seX,,, tel que 
djpio = ay doi = y; dét=rsmpour.0 < vant i. 

t,(X, 2%) est alors défini comme ensemble quotient de 
l’ensemble des xe X, tels que dx = s}—'x, pour 0<i<n 
par la relation d’équivalence ~. 

- La somme dans 7,(X, x) est définie par passage au quotient 
par ~ à partir de (x, y)>a2-+y, où t+ y=d,s, et où 
coeX,., est tel que d,:,6 = 7, d,.49 = y;, do = 5,7, pots 
0<i<n—tl. 

Pour définir 7,(X, 2), il suffit donc de considérer les élé- 
ments de X dont le (n—1)-squelette est réduit à s}—'‘ay. 


Dérinirion. — Soit &(X, x, n) le sous-ensemble simplicial de 
X formé des éléments dont le (n—1)-squelette est réduit à s?—'ay. 
&(X, 2%, n) est le n-°"e ensemble d’Eilenberg de (X, x). | 

Si X est un complexe de Kan, il en est de même de &(X, a, n), 
et ce qui précède montre que : 


Proposition. — 7,(X, %) = %, (6(X, 20, n), %o). 
Pour étudier t,, on peut donc supposer que X = &(X, a, n) 
cette convention sera toujours appliquée dans la suite. 


3.6. Le lemme d’addition. 


Lemme 1. — Soient X (= &(X, a, n)) un complexe de Kan, 
zeX,4, et yeX, (0Li<n+1) tels que dx = y. Il existe 
alors un élément ye X,,, tel que dy = y; pour tout i. 


DÉMONSTRATION. — Il suffit de démontrer le lemme dans 
le cas où dw = y sauf pour un entier k, 0<k<n+1. 
Par hypothèse, il existe Y,eX,,, tel que?) Yy Sa 
dx = Yi YŸx = sv pour i< n. 
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Si kÆn+ 4 on pose z = dis,4,æ pour i=0,4,...,4,..., 
on + 1, n-+ 2 et z= Y,. Comme dz, =d,_, z;pouri< j,i,j £k, 
il existe un ze X,;, tel que dz=z, pour iAn+1. y—d,,,z 
à la propriété demandée. 

Sik =n-+ À on pose z= dis,x pour i=0, ..., n—4, 
n+ 1 et z,,,— Y,,,. Il existe encore une fois un ze X,4, 
tel que dz = x, pour i £ n. y=d,z à la propriété demandée. 

Lemme 2. — Soit we X,+, (= 6,,,(X, 2, n)) un élément tel 
“que d,,,2x = d,x pour un entier p< n—1 (n> 2) et dx = sta, 
pourrtiAn+1n, p +1, p, alors d,4, x — d,x. 


DÉMONSTRATION. — On pose 243 = duo Snt, Zn = 4, 
Loti = Lp = d,S,_,2, x = six, pourt-=n-+ 2,n-+ 1, p+ 1, 
MCD SD =< n—2, r,_, = ds,..2. On vérifie que da, —d,_,2; 


pour i<j et i, j#~n+1. Il existe donc ye X,,, tel que 
eri pour- son AT Soit, 22 di AU. dre SIT 
24,2 = dx, dz = sÿ ‘x, pour i < n. Done d,,,7- dx. 


Lemme 3. — Soientze X,,,(—6,4,(X, %, n)) et p un entier 
<n—1, (n>2). Il existe un (n+ 1)-simplexe re X,,, tel que 
bit = d,2 pour ip, p +1, d,t = six, duutved,uz-—d,x (où, 

suivant la convention 3. 3-d & désigne la classe d'équivalence 


deze X, dans x (X, æ)). 


DEMONSTRATION. — Soit o,¢ X,4, tel que d,1,0, = d,x, 
dy50 = SToy do, = xX) pour ix n—1. Par définition d,_,o, € —d,x. 
ous te ac tel que, Opa Sy Hide dre A dust, 


dis, = sx, pour i << n — 1. Par définition d,5, e d,,,2—d,t. 
On pose alors: 


Ynto2 = D Ypt+i = Th Yn = os Yi Sx 


pouri#~p,pt+i,n,n+1,n+2. 

Entre ces y, Jn, n+1 on a les relations d;y;,—d; y; pour 
i<j,i,j#n,n+ 1. On cherche un y, tel que dyxiyr = diyr+s, 
dy, = d,-.y; pour i< n. Un tel y, existe d’après la condition de 
Kan, puisque les simplexes du second membre ont leurs faces 
toutes égales (puisque X =6&(X, a, n)). Comme dy; = sit 
pour tp, pt, n, n+1, n+2 et que DU dirai 
* puisque doYn xz d,—1¥p Ge dy—1Tos Ay 41Yn rs An —1Y p+ ay di, — 4 
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et que d,_,o, = dy-15,, on peut appliquer le lemme 2 à y,: 
Dnt 1Yn > Anya C'est-à-dire: d,t d,y,; d’après le lemme 1, 
on peut alors choisir y, de façon que d,y, = d,x. Finalement, 
les n+2 simplexes y ifAn-+ 1 vérifient les relations 
dy; = day pour i<j, i,j, An + 1 et dip Yn = Yn = dits 
Il existe donc ze X,,, tel que dz = y, pour in + 1. On 
pose 7=d,4,z. 7 à la propriété demandée. | 


Tuéorème 1. — Pour n > 2, r(X, x) et Tr4s(X, A, %) 
sont des groupes commutatifs. 


DÉMONSTRATION. — Il suffit de vérifier que 7,(X, 2) est 
commutatif. 

Soient x et ye X, (= 6,(X, a, 2)). Il existe un simplexe 
oeX, dont les faces sont do = x, do = x, do = yet un 
simplexe o’ e X, dont les faces sont d,s’ = x, do’ = y, dys’ = x. 

D’après le lemme 3, il existe un simplexe 7e X, tel que 
dt = d,5, dt=do=—2, dtex—y, dt = sim. Par déf- 
nition de l’addition, on a done d,s + x — y = @, soit 


ds = % + y —%. 


En appliquant le lemme 3 Ao’, on voit que d,s’ = x + y —x. 
On en déduit légalité djs — d,5', c’est-à-dire d,o ~ d,o’. 
D’après le lemme 1, on peut choisir o’ de façon que dc’ = dc. 

Soit alors ze X; un simplexe tel que dz = x, dyz=y, 
doz = S% (on a: dzex-+y) et z'eX, tel que dz’ = y, 
dz = 2, dz’ = sya, (on a dz =y-+ 2). On pose’ uw =z, 
a = Zz, Ha = 6, =o’ on a du;=—d_.w, pour i<j, à, 
], # 3. Il existe donc pe X, tel que du = u, pour i~3. On 
pose À = du. do = dodgy. = dodo = dato = dz; de même 
dy A = daz’, djh = dsà = +; en appliquant le lemme 3 à À on 


voit que x + dz — dz’ = x, c’est-à-dire dz = d,z' soit 
zrt+y=y+2 C.Q.F.D. 
Taéorème 2 (Lemme d’addition). — Soit we X,4, un 


(n + 1)-stmplexe dont les (n — 1)-faces sont égales à si—‘a. 


Alors 
dX (1) d2=—0. xs n>1 
et dex + dt—dx—0 si n= 1. 
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Démonstration. — Si n = 1, le théorème ne fait qu’exprimer 
- la définition de l’addition dans 1,(X, x). Supposons done 
n > 1. On applique à x le lemme 3 avec p = 0, puis au résultat 
le lemme 3 avec p = 1, et ainsi de suite jusqu’à p = n — 2. 
Le théorème s’en déduit par définition même de I’addition 
dans 7,(X, &) en utilisant le théorème 1. 


_ Proposition 1 (Réciproque du théorème 2). — Soient x, 
(u=0, ..., n +1) des n-simplexe de X dont les (n—1)-faces 
sont égales à sj—‘x, tels que 

n+1 


2 (— 1) x = 0 (resp. & + % —2,=0) si n>1A(resp.n— 1). 
i=0 

Il existe alors un (n + 1)-simplexe x tel que dx = x, quel 
_ que soit 1. 


Démonstration. — Il existe un (n + 1)-simplexe x’ tel que 
da’ = x, pour t >0 (puisque dix, = dj_, x, = sr quels que 
. soient 1 et 7) en appliquant le théorème 2 à x’ on voit que 
dyx’ = x, donc dx’ ~ x. On applique alors le lemme 1. 


-  THéorÈème 3. — Sotent f et g deux applications (X, x) —(X, yo). 
di frarel.r, alors n()= Tige 


Démonstration. — Soit xe X,(= 6,(X, x, n)). Désignons 
par k; les fonctions qui définissent l’homotopie f — g rel. x 
(cf. 1. 2) les relations de commutation entre les d; et 
les k; montrent que si on pose formellement d = X(— j'd;, 
k = X(— j'k, on a formellement dk + kd = g —f. 

On remarque que k;d;x = s;y, puisque k; est une homotopie 
rel. æ, et que dix = sÿ ‘x, (tout 1, tout 7). Pour la même 
raison d,djk,x = sj—‘y,) (tout i, tout 7, tout r); dk;x est 
donc un générateur de =,(Y, y). D’après le théorème 2, 
i=n+i LEFS SR 

D (—1)'idjkjw —0 d’autre part kdjx = sy signifie que 
i=0 te 
k,dja=0. L'identité dk+ kd= g—f donne alors g(x) — f(x) = 0. 


C.Q.F.D. 
3.7. Les générateurs de =,(X, 2) sont d’après 3. 5 les ve X, 


tels que dr = si 'x pour 1=0, ..., n+ 4. D’après 4. 1 
f il revient au méme de dire que les applications 


(A[n], Afn]) > (X, 2) 
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engendrent r,(X, 2). De même, on peut dire queles fe 
der, (X, A, 2») sont les applications (A[n], A[n], A®[n]—>(X, A, a). 
On a vu (2.5 corollaire) que la relation homotopie rel. A[n ia 


ou rel. (A[n] A, A°{n], x) est une relation d’équivalence. # 
Cette relation chinètile en fait avec la relation introduite dans 3.3 — 
en effet : 

THÉORÈME. — oar k:f— g rel. Â[n] une homotopie entre 
applications (A[n], A[n]) — (X, x,). Alors f (2) = ~ g(è"). Réci- 
proquement si x et ates sont tels que «~ y, alors Ty" 
rel. A[n]. 

Démonstration. — Soient k; les fonctions qui définissent » 


l’homotopie k. Un raisonnement analogue à celui qui a été — 


fait dans la démonstration du théorème 3 3.6 montre que 


kid" = 0, et que d;kè" est un générateur de =,(X, %). Le | 


n+1 
lemme d’addition montre que Y (—1)'djkjo” = 0 et l’identité 


dk + kd = g — f entraîne No g(d") — f(2") = 0 c’est-à-dire 
g(à") ~ fe"). 

Réciproquement supposons que x ~y c’est-à-dire qu’il 
existe o a Xi, tel’ que id; fe Sa" doy ER 
pour 1<n. On pose ka) = sy pour i<n et k(a,) = 0. 
On définit ainsi une homotopie k: I x A[n] + (X, a) d’après 
1. 4. On vérifie sans difficulté que k:  ~ y rel. A[n]. 


REMARQUE 1. — On définit souvent les groupes d’homotopie 
en utilisant la relation rel A[n], au lieu de celle qui a été 
introduite ici. Ce procédé à l’avantage de faire du théorème 3 
3.6 une évidence. Il a aussi l’inconvénient de supprimer la 
définition recurrente des groupes d’homotopie t,(X) =7,_,(QX) 
obligeant ainsi de faire les démonstrations pour tous les n, 
et de ne pas montrer que les groupes d’homotopie relatifs 
sont les groupes d’homotopie absolus du complexe ((X, A, 2). 


REMARQUE 2. — On voit facilement que si f et g: 
(X, ao) > (Y, yo) 


sont ~ rel à alors t(f) = w(g). Il est au contraire difficile 


h 
7 
i 
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de montrer que Q{f) et Q(g) sont homotopes rel sgt. Comme 
_ cette démonstration ne permet pas d’avoir facilement le lemme 
d’addition, on a préféré ne pas la donner et obtenir le théo- 
reme 3 3. 6 comme corollaire immédiat de ce lemme fort utile 
dans la suite. 


4. — Groupes d’homotopie (2° définition). 


L’équivalent topologique de la 1re définition des groupes 
d’homotopie est bien entendu le suivant: si (E,, S,_,) désigne 
le couple formé par une n-boule et son bord, r,(X, 2%) est 
l’ensemble quotient de l’ensemble des applications continues 
(E,, 5,1) >(X, %) par la relation d'équivalence définie par 
lP’homotopie relS,_,. On sait que l’on peut aussi définir 
T,(X, %) comme le quotient de l’ensemble des applications 
continues (S,, y.) >(X, 2) par la relation d'équivalence définie 
par l’homotopie rel y, (yp point base de la n-sphèresS,). 

Un équivalent simplicial de cette propriété peut être défini : 
c’est le but de ce paragraphe. X désignera un complexe de 
Kan, et x, un point base. 


4. 1. Dérinirion. — Soit 7,(X, 2%) l’ensemble des classes 
d’équivalences d'applications (A[n + 1], 0) > (X, a) pour la 
relation ~ rel 0. (C’est une relation d’équivalence d’après 2.5 
corollaire). 


4. 2. Lemme. — Toute application f:(Â[n + 1],0) —(X, a) 
est homotope rel0 à une application 
Af): (A[n + 1], Afn +1) > (X, a). 
Démonstration. — L’ application w,,,: 1X A[n+1]—Afn+1] 
induit une application encore notée 
oii 1 X A°[n + 1] > A’[n + 1] 
considérons alors l'application composée 


IX An + 1] An + 1] 


d’après le théorème d’extension des homotopies (2. 3 coroll- 
laire 1) il existe une homotopie K : I X A[n-+1]—>X qui pro- 
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| 
longe fous, et telle que Ko, =f. On pose A(f) = Keg: 4 
Afn + 1] > X. On a: | 
K(a, 0)=fou,4, (#, 0)=f(0) = pour «eI car 0 e A*[n+ 1] 
de plus: | 
A(f) (8) = KO, B)= fous (0, 8) = (0) = & pour Be A’[n + 1] 
donc K : À(f) — f rel O et 

Af): (A[n + 1], A'[n + 1]) > (X, a). 


C.Q.F.D. 


4,3. Lemme. — Soient f et f’ deux applications (A{n n+ 1], 
A°[n + 1])>(X, 2%); S'il existe une homotopie k: f~ f" rel 0, 
il existe une homotopie f ~ f’ rel A°[n + 1]. 


Démonstration. — Soit k’: 1 x Â[n + 4] —> X l’homotopie 
définie par k’ (a, B) = f(f) Tide a BeAn+1] k et k’ 
coincident sur Y=(I X A'[n+1])u (0 x A[n+1]) et 


induisent donc une application f: and (Peek RS ES 


On a donc un diagramme commutatif 


Y bhi Sa 


À; nee 
Ix An+1] 


La proposition (2-5) (avec B réduit à un point) montre qu’il- 
existe une homotopie h : k’ oe, ~ kee,, stationnaire surA°[n +1]; 
comme k’ o €, = f, koe, =f’, et que h(a, B) = f(8) = f'(8) = a5 


pour Be A°[n + 1], le lemme est démontré. 


4. 4. Soit f une application (Al n +1], 0) > (X, a) et A(f) 
une application homotope à f rel 0 satisfaisant a la condition 


du lemme 4.2. L'application A(f) 0 dye" : Afn] + X est en 
fait une application (A[n], A[n]) > (X, x) car 


Af) (dod + di") = A(f) (did +!) = A(f) doch, D +!) = ay. 


Si A’ (f) est une autre application satisfaisant à la condition 
du lemme 4.2, A’(f) et A(f) sont homotopes rel 0 puisque 
~relQ est une relation d’équivalence (cf. 2.5 corollaire). 
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D’après 4.3, on a X'(f) ~ A(f) rel A° [n + 1] et finalement 
N'(f) ° dyd"+! ~ A(f) o dé" +! rel Â[n + 1]. 


Autrement dit, compte tenu du théorème 3. 7, on a défini 
une correspondance qui a f fait correspondre un élément de 
EUX, XZ) a savoir 


f— A(f) (d3"*’) 


cette correspondance ne dépendant pas du choix particulier 
de l’application f. . 

Soient f et f’: (A[n + 1], 0) > (X, x) deux applications 
homotopes rel 0. A(f) et A(f’) sont aussi homotopes rel0, et 
le raisonnement précédent prouve que f et/’ ont même image 
dans 7,(X, %). 

On a donc définit une application pu: %,(X, æ) > 7, (X, 2%). 


4.5. Tutorime. — L'application u.: %,(X, %) > T(X, to) est 
_ bijective. 
Démonstration. — a. v. est injective. Soient f et f': 


(A[n + 1],0) > (X, a) 
deux applications telles que A(f) (d,o"t') = A(f’) (dè"+'). Il 


_ existe done une homotopie k: (I x A[n], I X Afn]) + (X, x) 
telle que koe =A(f), koe, =A(f’). Les deux applications 
Tx A'in Pi], et IK Abert [In +1l = X 

où la seconde est égale à ko(id X d)6"+"), coincident sur Pinter- 
section de leurs domaines de définition, et définissent donc 
une application h: I X A[n + 1] > X. On voit immédiate- 
» ment que h: A(f) ~ A(f’) rel 0. Comme ~ rel 0 est une relation 
 d’équivalence, on a aussi f — f" rel 0. 

b. x est surjective. Soit u: (A[n], A[n]) > (X, ) une appli- 
cation. On définit une application /: (A[n + 1], 0) + (X, a) en 
posant f(do"+') =a pour i > 0, F(doè"+") = u(2"). 

On peut prendre A(f) = f. Alors A(f) ° do"*' = u. 


Convention. — On identifiera toujours les éléments de 
%,(X, &) avec les éléments correspondants de 7,(X, %) a 
l'aide de u. En particulier, si f désigne une application 
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A([n + 1], 0) + (X, e), f désignera sa classe d’homotopie dans 


T, (OU Tp). 

4.6. Soit f une application (A[n + 1], A[n + 1]) > (X, 4%); | 

pour i—0,..., n +1, fede"t' est une application { 
(Afn], A[n]) + (X, a9), 


donc un générateur de 7,(X, 2). Comme 0eA[n + 1], PRE | 
aussi un générateur de 7,(X, 2). 


LEMME. 
1 


f= > (—1)'fede"t' pour nis 
i=0 ET + 
a F= AGE) + AG) —F(GB) pour n=1 
Démonstration. — On reprend l’homotopie K du lemme 4. 2, 
qui prolonge fo,.,, et on considère les fonctions K, associée « 


à l’homotopie K. 
On a alors doKydy2"*! = f(dy3**'), di. Kadd* = f{di. 2%) 
fle? tt), dKd date 


pour 4 >0; d,K,dè"*' = 
ads, do = TL pour l D Ay 
Si n = 1 on en tire dK,d,0° = f(d,6°) + f(d,0°), 
dK do = d,K,d,o"** + f(a) = f + f(d, D) 
puisque d,K, d,0"*' = X(f)d,o"*'; d’où le lemme puisque 
dK, = aK. 
Si n > 1, on continue et on voit que pour q > 1, 


dk! ~ dy. KT", 


Comme d,K, = d,K,_, on en déduit que 

f= CR CET aa a d,K,d,o"*' 

| 

le lemme d’addition appliqué à K, (4"*') et a K,(d,6"*') — 

donne alors le résultat. 
Proposition. — Soient f:(Â[n + sel To) une 
PRE (ow O1 désigne le nan dynsud}y30"h%) et 
= foidd*t*:(A[n..4],,,0),<%4X»a—);- alors 


fe (—1)f, = 0 pour n>1 etfsLfifs —f —0 pour n= 4. 


t= 0 
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Démonstration. — Soit À l’ensemble simplicial engendré par 
= les n-faces did, 6"** où 0< i <j <n+2. Il existe une homo- 
topie K: I x Afn+2]—X qui prolonge fow,,,: Ix A>X 


et telle que Koe, =f (cf. 2.3 corollaire 1). Posons alors 


Mf) = Ko: An + 2] > X. En comparant la construction 
qui vient d’être faite à celle du lemme 4. 2. on voit que 


AP) odio? = Mfiz,) pour i>0. 


Rappelons que, par définition, on a: fy, = fits) © dys"! 


et que dd,,, = did, pour «>0. Alors Fea, = godÿt! où 
g = Af)ods*?:(A[n +1], Â[n+1])+(X, m). D’après le 
lemme 4. 6 on a (si n > 14) g = 2(—1)f4;,; pour démontrer 
la proposition, il suffit donc de montrer que g = fo, ce qui est 


bien vrai puisque K ° (ia X F9) = [bx A[n+ 1]—>X est une 
homotopie g ~ f rel 0. 


4. 7. Proposition. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que f : (A[n + 1], 0) + (X, 2) soit prolongeable à A[n + 1] 
est que f = 0. 

Démonstration. —Supposons quef soit prolongeablea A[n + 1]. 


Alors fow,,, est une homotopie (I X A[n + 1], I x 0) >(X, a), 
et fow,4,°&:Aln + 1] >a. Donc 


Af) = fons: ° el Â[n + 1]: A[n + 1] > ay. 


Autrement dit f= 0. 

Supposons que f=0 comme À(f) ~f rel 0, on a aussi 
if) =0. D’après 3. 6 (proposition 1) A(f) est prolongeable 
à Afn+1] Soit F:(I x A[n+ 1])u(O x Afn + hee 
application égale à A(f) sur 0 X A[n + 1] et à K (notation 
du lemme 4. 2.) sur I X A[n + 1]. D’après 2. 3 corollaire 1, 
on peut prolonger F en une application H:I x A[n +41] —X. 
Alors Hoe,: A[n + 1] > X prolonge f. 


CHAPITRE II 


CATÉGORIES AVEC MODÈLES 


5. — Définitions et exemples. 


5. 1. a. Soit & une catégorie, et M une sous catégorie 
pleine de & (i-e les objets de M sont des objets de a, les 
morphismes de Wt sont les morphismes de & entre objets 


de Nt). Les objets de M sont appelés des modèles, et le couple — 


(a, M) est une catégorie avec modèles. 

b. Fonctions de dégénérescence. Soit (A, M) une catégorie 
avec modèles. Soient « et 6 deux fonctions qui à tout mor- 
phisme dont la source est un modèle font correspondre un 
morphisme dont la source est un modèle. On dira que « et B 
sont des fonctions de dégénérescence si 


(0) au) = Blu) = Lu 
pour tout modèle M. 
(1) B(u)a(u) = u 


pour tout morphisme u dont la source est un modèle (en 
particulier on veut que le but de «(u) soit aussi un modèle) 


(2) a(B(u)) = B(a(u)) = Au’ 
où M’ est le but de a(u) et la source de B(u). 
(3) | B(fu) = B(FB(u)) 
pour tout morphisme f dont la source est le but de u. 


(4) a(fu) = a(fB(u))a(u). 


a 
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On peut exprimer les conditions (1, 3, 4) en disant que le 
diagramme 


M’ a(fBlu)) M” 


(fu) 
M he Mb ifn) = B(/B(u)) 
u 
A Î B 


est commutatif. 

Ces conditions entrainent que B(B(u)) = B(u) et que 
a(a(u) = a(u). 
Un morphisme u: M—A ou Me est dit non dégé- 


néré si B(u) =u (et donc a(u) = 1x), dégénéré dans le cas 
contraire. 
Convention et notation. — Soit A un objet quelconque de a 


on supposera toujours que les morphismes non dégénérés 
dont la source est un objet de MW et dont le but est A. forment 
un ensemble que l’on notera S(A) (ceci est toujours vérifié 
si les objets de M forment un ensemble). 

c. Soit A un anneau commutatif à élément unité. On désigne 
par Ga: la catégorie des A-modules et des homomorphismes 
de A-modules. 

Gy ou G,A: la catégorie des A-modules gradués par des 
degrés > 0 et des homomorphismes de degré zéro. 

dGi(resp. dG,a) la catégorie des A-modules différentiels 
gradués dont la différentielle est de degré + 1 (resp — 1) 
et des homomorphismes de degré zéro qui commutent a la 
_ différentielle. 

H* (resp H,) le foncteur cohomologie dG, — GX (resp. 
le foncteur homologie dG, — G,A). 

d. Si K est un foncteur dont la source est & et le but l’une 
des catégories précédentes, on définit, pour tout Aea, 
Mem, u: M>AeS(A), l’ensemble K(M, u) comme étant 
- l’ensemble des couples (x, u) où x e K(M). Les deux bijections 

i(u): K(M) — K(M, u); j(u): K(M, uw) > K(M) défimes par 
i(u)a = (x, u); J(u) (x, u) = x permettent de donner à K(M, u) 
la structure de K(M). 
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5. 2. Le foncteur K et la transformation naturelle lx. — | 
a. Soit K un foncteur contravariant & — GA. On pose: 


K(A)= T[ K(M,u) pour Aca, Met, u:M+>AeS(A), | 


u © S(A) 
et on note t(u) la projection K(A) > K(M, u). Soit 
K(f) : K(B) > K(A) 
Vapplication définie par 
K(f) = (iu) K(a(fu)) 7 (B(fu))-(B(Fu)¢ nese) 
pour tout f: A> Bea, tout ge K(B). 


est un foncteur contravariant & — Ga. 
On définit une transformation naturelle de foncteurs 
[x : K—K en posant ['y(A)a= ((i(u) K(u)a)u e sça)) pour x e K(A). 
Soit T: K—L une transformation naturelle de G,-fone- 
teurs. On pose, pour tout objet A ea, tout 9 e K(A). 


ec ae 


phone vie 


_ TA) = (((u)T(M)y(u)r(u)phaesa)) où M est la source de u. — 
T(A) est un homomorphisme K(A) — L(A) et T une transfor- — 


mation naturelle K +L. De plus 
4 = LE 


b*, Soit K* un foncteur contravariant a — Gy et K':a > Ga « 


le foncteur induit par K* en degré n. 

La collection (K") est un foncteur contravariant A> Gr 
que l’on désignera par 

La collection (Lx) est une transformation naturelle 
K* + L* que l’on désignera par Lx. 


Si K* est un foncteur contravariant X > dG\, la différen- 


tielle d: K"— K"*' est une transformation naturelle de 
Ga-foncteurs. Donc d:K" R'*'est une transformation natu- 
relle de Ga-foncteurs. Donc d: K» > K°+' est une trans: 
formation naturelle telle que dx, = Ukeud, et par conséquent 


K est un dG\-foncteur et Ix. une transformation naturelle de 
dGi,-foncteurs. 


a. Soit de même K un foncteur covariant &—>Ga. On 
pose 


K(A) = 2 K(M, u), R(PIK(M, w) = i(B(fu))K(a(fu))j{u) 


u ES(A) 
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pour f: A+>Bea, u: M>AeS(A) et 
lx(a)|K(M, u) = K(u)j(u). 


K est un foncteur covariant «a > Ga et Tx: K + K une 
transformation naturelle. Si T: K — L est une transformation 
naturelle, on pose T(A)|K(M, u) = i(u)T(M)j(u). T est alors 
une transformation naturelle KR —Î,. de plus TT = LT. 

b,. On définit K, et ['x, comme dans b*. On voit encore 


que si K, est un dG,,-foncteur il en est de même de Ke et 
Ix. est une transformation naturelle de dG, ,-foncteurs. 
* PHAN 


5. 3. Foncteurs représentables. — On dit qu’un foncteur 
contravariant K": a > G4 (resp. covariant K,: a+>G,a) est 
représentable s’il existe une transformation naturelle x. : 
K* <> K* telle que yx+l'x+=identité (resp. yx, : K, > K, 
telle que ['x+yx, = identité). 

Si K* est un dG,-foncteur (resp. dG,A) on dit qu'il est 
représentable, s’il est représentable en tant que G\-foncteur 


(resp. GA). 


5. 4. Foncteurs acycliques, foncteurs acycliques sur les modèles. 
a“. Soit K* un foncteur contravariant a — dG\. On dit 
qu'il est acyclique s’il existe des transformations naturelles 
de, G,-foncteurs-U": K* —> K*~* (n > 0); 4: KX + H°K telles 
que 
dU" + U"+'d = identité (n > 0) 
Utd = id — ey 


où € est la transformation naturelle H °K — K°. 
On note que eoyee = (1 — Utd) oe =e car doe = 0, Comme 
e est injectif ou en déduit que n°oe = identité. 
a,. Soit K, un foncteur covariant & > dG,,. On dit qu'il 
est acyclique s’il exite des transformations naturelles de 
Ga-foncteurs U,: K, > Kiy. (n 2 tas H oK — K, telles 
que 
dU, + U,_.d = identité (n > 0) 
dy = 'id — ne 


où € est la transformation naturelle K, — H)K. Comme 
eonoe = e(1—dU,) = car ed = 0 et comme € est surjectif, 
on a en = identité. 

25 
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b. Soit M la sous catégorie de M dont les objets sont ceux 
de M et les morphismes sont du type «(u) où u est un morphismel 
dont la source est dans M. 

On dit que K* (resp. K,) est acyclique sur les modèles, si 
la restriction de K* (resp. K,) à la catégorie M* est acyclique. 


5. 5. Un exempre. — Soit M la sous catégorie pleine de ÿ. 
(cf. 1. 1. — g) dont les objets sont les A [n] (n > 0). On pose, 
pour toute application u: Afn] > XeJ: | 


Au) = Se. a Oa SA" Bilis) = YL HO) er Sy oS 


avec y non dégénéré et i, >--- >t, (cf. 1..4..c). En: parti- 
culier ue S(X) si et wiihamient si u(o") = y. « et B sont des, 
fonctions de dégénérescence. 

Soit C, le foncteur J — dG, des chaînes normalisées, 1.e. C,(X) 
est le quotient du groupe gradué abelien libre engendré par X 
par le sous groupe engendré par les éléments dégénérés de X; 
la différentielle d de C,(X) est définie par passage au quotient 
à partir de la différentielle Z(— 1)d; du groupe abelien 
libre engendré par X; si f:X Ye on définit C,(f): 
a — C,(Y) comme étant l’application naturelle induite 
par f. 

C,(X) est le groupe abelien libre engendré par les éléments 
non dégénérés de X. Si x e X est non dégénéré, on PPS 
encore par x l’élément de C,(X) qu'il définit. | 

Soient f et g deux applications X — Y homotopes par 
une homotopie k: IX X — Y et soient kj: X, > Y,3: les 
fonctions associées à k. Les k, induisent des fonctions encore 


notées hk; de C, (X) dans C,,,(Y). On pose U, = 3 (— 1)‘k, 


On a alors dU, + U,_,d =C,(g) —C,(f) pour = >0 et 
dUy = Co(g) — GP) done | 


Lemme. — Si f et g sont homotopes dans J, C,(f) et C,(g) 
sont homotopes dans dG,, où Z désigne l'anneau des entiers. 


Proposition. — C, est représentable et acyclique sur les 
modèles. 
Démonstration. — a. On pose yc,t = (6", &) pour tout 


æeX, non dégénéré. yc, est une transformation naturelle 
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C, > C, et l'oxo,r = l'a", à) = C(&)(&)(", à) = CG = a. 


: Donc loge, = identité et C est représentable. 


b. Soit w, l’homotopie I x A[n] > A[n] de 1. 4; comme 
&, 0 €: A[n] > O, et w,0e, = identité, le lemme 5. 5 montre 
que 

dU, (A[n]) + U,_,(A[n]})d = ec (Ain) pour p<O 
dU,(A[n] \a = x — x(x)O, pour we C,(A[n]) 


- en désignant par x(x) l'indice de Kronecker de x. Si z est une 1- 


- chaîne, alors dU,(A[n])z-+ U,(A[n]dz = z done dU,(A[n]})dz = dz. 


A vitement dit, x(dz) = 0. On pet alors 
n(A[n]) : HC,(Afn]) + C,(A[n]) 
par yex = x(x)O,. On a alors 
dU o(A[n]) = Lam — n(A[n])e(A[n)). 


D’autre part on voit immédiatement que n est une transfor- 


- mation naturelle H)C,|1* — CJM, et on remarque que la 


relation 1. 4 in se traduit par le fait que U, est une transfor- 
mation naturelle C,|™M* — C,,,|M*. 


5. 6. Catégories indicées. — Soient (a, M, «, B) une catégorie 
avec modèles et fonctions de dégénérescences, et A un objet 
de &. On appellera catégorie indicée la catégorie @, dont les 


_ objets sont des couples (B, x) où Be& et x: B>Aea, 


et les morphismes des diagrammes commutatifs dans Y: 
By 
1 YA: (B, x) >C, y) 
C’y 


un tel morphisme sera désigné par (f, x, y). 


M, est la sous catégorie pleine de &4 dont les objets sont les 


| couples (M, x) où Me. Si (u, x, y) est un Ad tel a 


la source de wu soit im modèle, on Balt œa(u, æ, y) = (a(u) 


a, yoBlu)) et Ba(u, x, y) = (B(u) yy yy a a et une 


catégorie avec Fe M, et Fire de dégénérescence 


Do let Ba. 


a 


4 


posant : 


Soit K un foncteur dont la source est &. On définit un 
foncteur K, dont la source est @, et le but, le but de K, en 


KA(B, x) = K(B), KA(f, x, y) = K(f) 
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on vérifie sans peine que l’on a la à 
j 

Proposirion. — Si. K est représentable (resp. acyclique, 
resp. acyclique sur les modèles), il en est de même pour Ka. 


6. — Le théorème des modèles acycliques. 


(6-1)* Tutorime. — Soit & une catégorie avec modèles et 
fonctions de dégénérescence. Soient K* et L* deux foncteurs contra- 
variants & — dG, K* étant représentable et L* acyclique sur les 
modèles, et T une transformation naturelle H°L*|W* — H°K*| 1. 
Il existe alors une transformation naturelle ®D*:L*— K* qui 
induit T sur H°L*|M%. On dit que * est une extension de T. Si 
D'* est une autre extension de T, ®* et ®’* sont naturellement 
homotopes. | 

La démonstration du théorème utilise les lemmes suivants. 

Lemme 1. — Si L* est acyclique sur les modèles L* est 
acyclique. 

En effet soient U" et n les transformations naturelles qui 
définissement l’acyclicité de L* sur M. Alors 


Utes LATE nade oe aL 


peuvent être définis par le procédé de (5. 2) a bien que U" 
et n ne soient définis que sur M*, puisque seules les valeurs 
prises par U" et n sur M* interviennent dans la définition 
de U" et ñ. Ce sont encore des transformations naturelles. 
On a: dU"+ Ü"-‘d=id pour n>0 et U'd=id — é7. 
Comme H°L* et H°L* sont naturellement isomorphes, le, 
lemme est démontré. | 

Soit alors T: H'L}M* + H°KIM* une transformation 
naturelle. 

On pose 0? = yxexT HL où ex (resp. er) désigne la transfor- 
mation naturelle H°K*— K° (resp. H°L +L") ®° est une 
transformation naturelle L° — K°. | 


LEMME 2. — db’, = 0 et; Oe, |M* = AT: 
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Démonstration. — Conformément à 5.2a*, sur M, les 


» transformations naturelles êx, T, 4, commutent aux I’ corres- 
pondants donc 


D'|n == yen Tr [NT = tr D Len 
t a YrËr L'aox+ Ty, = YxolroEr TY, == er ly. 
Done De JM = ex Ter = exT puisque ne, — id. D’autre part: 
dD'êr = dD'er. Comme dde [Me = dexT = 0 (car dex = 0), 
d's, = 0. 

Démonstration du théorème. — On pose d' = 1x dD U'dT 
. alors 
®: aaa == 1x:dd° big Mee = 1e d®, U! He = 1x dd id = éry) LL 

= = yxdb" — = yxid xP? = = yeild? = = d®", 


puisque dd'é. = 0 d’après le lemme 2 et que id sid es enh 
- d’après le lemme 1. 
| Supposons que l’on ait déjà déterminé ®*: L*— K*, On 
pose @**! — yx dO UOT pot: Lai sk hes. On a 
pr td = pee OUT «id = tee dO OT x 
= = paved O"(id—dO"' Dy — yxrrid DD yx aa VK L'ix1dD* = dp* 
| puisque ddd = ddb*-' — 0 d’après l'hypothèse de recurrence. 
- De plus, comme M = exT, Vapplication ®* induit 
bien T sur H°L|1*. 
: Soit ®’* une autre extension de T. On a donc 


(1) de, = 6’ reel 
On pose V1 = yxo( (bo — 6) OL;, : Li K® on a 
Vid = yo 9 — 6°) OD id = = 1x0 9 — 6’) U Ars 
; = = 7x D = À’ A (1 id = xq) Cio = = tro 0° — Ÿ'o)rs., 
d’après (1). 
Donc Vid = ON CU a Ae (po "0, 
Supposons alors que l’on ait déjà déterminé V!,..., Vf;on a 


(DE — DE — dV*)d = d(Dt-1—D'x _ V'd) = ddV*-1 = 0 done 
y Fs (Drag Ve) =.0 | 
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on pose alors V*#1 = yxe(b* — b* VX) en utilisant 
(2) on voit sans peine que 


Vitid = D — D'* — dV* 


Mae naturelle V est donc bien déterminée par récurrence. 


fonctions de AN ETAT Soient K, et L, deux foncteurs 
covariants à — dG,a, K, étant réprésentable. et L, acyclique 
sur les modèles, et T une transformation naturelle 


HK, jme > HoL, |. 


Il existe alors une transformation ®,: K,—> L, qui induit T 
sur H,K JM. On dit que ®, est une extension de T. Si ®, 


est une autre extension de T, ® et D! sont naturellement homotopes. « 


Démonstration analogue à celle du théorème 6-1* 


7. — Systèmes locaux. 


La notion de système local sur un ensemble simplicial 


a été dégagée pour la première fois par Eilenberg et Zilber [7]. ” 
On indique ici une généralisation due a J. C. Moore et « 
V. K. A. M. Gugenheim [12] qui utilise la notion de foncteur | 


covariant fortement représentable 7. 7. On peut définir une + 


notion analogue pour les foncteurs contravariants mais elle 
s'avère jusqu’à présent de peu d'utilité. Si K, est un foncteur 
fortement représentable et G un système local, on peut définir 


deux foncteurs K,XG et Hom* (K,, G) qui généralisent les — 
notions connues de complexes de chaînes (resp. cochaines) » 


à valeur dans un système local. On fait le lien entre cette 
théorie et la théorie classique dans le paragraphe 10, en utili- 
sant les catégories indécées. Les théorèmes 7. 10* et 7.10, 
constituent la clef de la démonstration de l’existence des suites 
spectrales des fibrés. 


7. 7. Foncteurs fortement représentables. — Soit K, un foncteur 
covariant a —> dG,a, et supposons que K, soit représentable, 
On désigne par t(u) la projection R, (A) — K(M, u) où u: 
M—AeS(A), et on pose 


du) = j{uh(u),  ,(u) = K,(u)0(u)zx-(u). 
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Définition. — On dit qu’un foncteur covariant K, : a + AGA 
est fortement représentable s’il est représentable et side plus 


(i) T(u)yx, = yx,Ÿ(u) pour tout wu: M—> AeS(A) 
(11) O(U)Y Ky = Yy(41)8(u) trs 


Si K, est fortement représentable on pose 


A) = $,(u)K,(A) et K,,.(A) = $,(u)K,(A 


_ pour tout Aea@ et we S(A). 


Proposition 1. — Si K, est fortement représentable, on a 
(1) b,(U)p,(u) on ÿ,(u), v,(u)b,(9) ent) pour wu = 4 
(i) K,(A) = ack K,(A) 


Qu) sif:A > Bea, K,(f)},(u) = 4,(B(fu)) K,(A)b,(u) 


<(u) si u =» 


0 siu£ y, 


Démonstration. — (i) Comme 7(u)t(¢) = 


on voit que 


b,(u)b,(o) = Tx,s(u)yx,,(¢) = Tx,7(u)t(9) yx, = Fe À 2 $ 


> en utilisant le (i) de la définition 

(ii) il résulte de (i) que K,,(A) n K,,(A) = {0} si u ~ 9 il 
suffit donc de démontrer que tout we K,(A) peut s’écrire 
comme une somme d’éléments de K,,(A) où wu parcourt un 


ensemble fini de valeurs. Or 7x,a e K,(A) = hay K,(M, wu); 
- il n’y a qu’un nombre fini de morphismes, soient 


trs: OPA) 
tels que la composante de Wa dans K,(M, u;) soit non nulle 


ee 1, "pl Donc y; x — D t(u)yx,r et 


P 
DE Te yn2= 3 Paa(ulynca= À due 


aes an jh NK fs Sia Appt = ER (FT (u)yxs 
dx: u))K, (% * nu 

by (B(fu (Av = Lx TB fu) ee ante (u) 
A Tx,r(B(fu))R, (f) te a Pré (A B(fu) )K, (al (fu) ))(u) r(u VLxu 
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Proposition 2. — Le foncteur C, (cf. 5.5) est fortement, 
représentable. | 

On voit que si x est non dégénéré, x e C,(X) alors C,,:(X)« 
est le module libre engendré par x. La décomposition en. 
somme directe donnée par la proposition 1 n’est rien d’autre 
que la définition de C,(X). 


7.2. Système local contravariant. — Soit G un foncteur 
contravariant : M > Ga. On dit que G est un système local 
contravariant: si G(u) est un isomorphisme pour tout mor- 
phisme u non dégénéré. 


7. 3. Le foncteur Hom*(K,, G). Soit K, un foncteur cova- 
riant A —G,A fortement représentable, et G un système 
local contravariant. On pose, pour tout objet Aca 


Hom(K,, G)(A) = J] Hom(K,.(A), G(M.) 


où M, désigne la source de u, et Hom est pris au sens de la 
catégorie G,. Si f est un morphisme A —B, on définit l’homo- 
morphisme 


Hom" (K,, G) (f): Hom"(K, G) (B)-> Hom" (K,, G) (A) 


de la maniére suivante: 
mith ¢ e Hom" Nek G)(B) et ¢ = (4) où ¢, e Hom(K,,,(B), 
M,)). Si we S(A ), Gal fu))ssK,(f) ¢ Hom (K,,(A), G(M,). 
és pose alors 


Hom"(K,, G(f))¢ = ((G(a(fu) )¢eqoKa(f))nescar) 
La collection Hom (K,, G) = Hom" (K,, G) est un fone- 


teur contravariant. 


7.4. Proposition. — Le foncteur Hom*(K, G) est repré- 
sentable. 
Démonstration. — Pour simplifier les notations, on écrit 


L = Hom"(K, G), K au lieu de K,, K,(A) au lieu Ha K,u(A), 
ÿ au lieu de y,, y au lieu de yx, Lau lieu de I’x; i’ et j’ désignent 
les applications t et 7 relatives au foncteur L. 

D’après 7. 1. Définition (ii) on a 


O(u) xY(u) = Yu) Ou) xh(u) = Y(Lur) Ou) y 
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donc : 
(1) Ou) yK,(A) € b(n) K(M) = K,,(M) 
pour u:M > A eS(A). 
DU définition on a: 
= | LiMs ?u) = [| i'(u) Hom (K,(M,), G(M,, x) 


u ES(A) u ES(A) 
v €S(M,,) 


où M, est la source de u, M,,, la source de ». 
= Si ge L(A), on désione par %, sa composante dans L(M,, u) 
et par %,,, Sa composante dans Hom(K,(M,), G(M, ;)). 
Considérons maintenant un morphisme u:M — Ae S(A). 
D’après la relation (1), 
(Gim,u) ° 9(u) x € Hom(K,(A), G(M,)). 


La transformation naturelle vit L — L définie par 


YAY = (Liu) ° (O(W)y )uesta)) 
pour ¢ e L(A) REA yil', = identité. En effet, si we CHA 
g— l'iu = ((1'(u) L(u) puesta) et qu = G(a(ur Pre K( uy © 
- particulier Pie = Tay U)) ReayK(u) =y,Kq) car a(u) = 40% 
6(u) =u puisque we S(A). Par conséquent 


Quph = Gale = Yuk (u) 0(u) x = paŸ(u) = bu. 

(La dernière égalité résulte du fait que Y(u)b(u) = Y{u) 
puisque uv, est un homomorphisme dont la source est 
. K,(A) = p(u)K(A)). 

7. 5. Proposition. — Si K, est un foncteur a — d&,\, 
Hom*(K,, G) est un foncteur & — dG,n. 

Démonstration. — Soit Hom* (K,, G) : M — dG*, le foncteur 
contravariant défini par: 
Hom’(K,, G)(M) = Hom(K,(M), G(M)) pour Me 
Hom"(K,, G)(u) = Hom(K(u), G(u)) pour u: M>M’ 
» et dont la différentielle à, est définie par transposition a par- 
tir de celle de K,. 
PA On a: 

Hom’(K,, G)(M) = Hom ( 2, Bs, »(M), G(M)) 
= |] Hom(K,,,(M), G(M)). 


v ES(M) 
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Si x e Hom"(K, G)(M), on désigne par x, sa projection dans 
Hom (K,,,(M), G(M). Alors G(v) «x, ¢ Hom(K,,,(M), G(M,)) 
où M, est la source de ». On pose T(M) = ((G(#) ° 2)yescw). 
T est une transformation naturelle | 

Hom*(K,, G) > Hom* (K,, G)|1 

et même une équivalence naturelle puisque, » appartenant 
à S(M), G(v) est un isomorphisme. 0 = 16,1") est. aime 
différentielle sur Hom*(K,, G)|K, à’ une différentielle sur 
Hom* (K,, G). | 

Finalement on pose, pour le degré n, 

6 = 1x" 0 T's" 


où l’on a écrit K' au lieu de Hom'(K,, G), t =n, n +1. 
6 est une transformation naturelle: K*— K*t* puisque s 
c’est un produit de transformation naturelle. Done ((5.2)a*) 


OT xn = Pid 
mais 6’ étant une transformation naturelle, on a sur : 
d'la Tir 
NU 


d’après 5. 2. a*, donc, sur M, à = yrn40 l'in = Yer P nid = 6’: de 
l'égalité |" = ©’ on déduit par passage au chapeau, $= ÿ 
et finalement, SL = l'y. 
Mais alors 00 = yxn+: RENE ee Faro Ves = 0. 
Finalement, à est une différentielle, dont la restriction à Nt 
est 6’, et qui induit ÿ sur R*. 


7. 6.*. Proposition. — Si K, est un foncteur a — dG, 
acyclique sur les modèles, Hom*(K,, G) est acyclique sur les 
modèles. | 


Démonstration. — Soient U,, n les transformations natu-— 
relles qui définissent l’acyclicité de K, sur M“. Soit 
U,"*": Hom"*'(K,, G) > Hom"(K, G) le transposé de U,, et 
U"t' = TU,"*'T—' ou T désigne l’équivalence naturelle induite 
dans 7.5. D’après 7. 5* on a OU" + U"-'S=id pour n>0. 

Soit ¢ e Hom® (K,, G)(M). geyoe est un homomorphisme 
K,(M) > G(M), done un élément de Hom? (K,; G) (M) 
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tel que 6,(¢°n oe) = gonoeod= 3 tt un cocycle. On 
- définit y, : Hom" (K,, G) > HHom* (K,, G)) par m9 = classe de 
cohomologie de 9 oy o¢, et n°: Hom He G) — H°Hom* (K,, G) 
par y = (H°T)y,T™. 
Si «’ désigne l’application naturelle 
H’Hom* (K,, G) — Hom'(K,, G) 
il résulte des définitions que 


U1ÿ = id — e'n!. 

7. 2., Système local covariant. — Soit Gun foncteur cova- 
-riant M — Ga on dit que G est un système local covariant 
- si G(u) est un isomorphisme pour tout morphisme wu non 
dégénéré. 

7.3., Le foncteur K, * G. 

Soit K, un foncteur covariant fortement représentable. 
a — dG,,, et G un système local covariant on pose, pour tout 
- objet A eG, et tout morphismef:A—Bea, 


K, x G(A) = à ao su 81 G(M,) 
K,X G(f)|Kyu(A) a G(M,) = (K,(f)|K,, «(A)) Sa G(a(fu) 


K,*G est un foncteur covariant. 


7. 4., Proposition. — Le foncteur K,*G est fortement 
représentable. 
7. 5., Proposition. — Si K, est un foncteur a—>dG,a, 


K, % G est un foncteur & —> dG, A. 


7. 6., Proposition. — Si K est un foncteur a — dG,1 

> acyclique sur les modèles, K,% G est acyclique sur les modèles. 
Les démonstrations sont analogues à celles des propositions 

7. 4*, 7. 5*, 7. 6". Pour définir la différentielle de K,X G on 
introduit le foncteur K,oG: M — dG, défini par 


K,o G(M) = K,(M) &1 G(M) 

pour Me™ et K,oG(u) = K,(u) ® G(u) pour les morphismes 
ue, et dont ig A irensialls d, est d® Loc). KoG est 
naturellement équivalent à à K,% G|M, qui est ainsi muni d’une 
différentielle d’. d’ est une différentielle de K,xG ¥G. En utili- 
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sant les transformations naturelles y et [ relatives au fonctour 
de K,%G, on a la différentielle d = Td’ y, cherchée d induit d”. 
sur K,XG et d’ sur K,X G|M. 


7.7. Proposition. — Soient F et G deux systèmes locaux 
contravariants (resp. covariants), et K, un foncteur fortement: 
représentable. Si &: F + G est une transformation naturelle, 
il existe une transformation naturelle Hom“ (K,, &) : 


Hom*(K,, F) > Hom* (K,, G) (resp. K,XF: K,¥F > K, 6) 
Démonstration. — On pose 
Hom" (KE) (A) = JL Hom (id, E(M.)) 
K,%E(A)IK,, (A) @q F(M,) = id  E(M,). 


7. 8. Dérinirions. — a. Un système local G: M — Ga est | 
constant si G(M) est un A-module indépendant de M et G(u) 
l'application identique pour tout morphisme we. Un: 
système local est simple s’il est naturellement équivalent à 
un système local constant. 

b. Un foncteur contravariant K*:& — dG, (resp. cova- 
riant K,:a— dG,A) est augmentable si H*K*|M (resp. H,K, |) 
est un système local. | 

c. Un foncteur covariant K,:a@ — dG,A est singulier s'ils 
est fortement représentable, acyclique sur les modèles, et 
si H,K, | est un système local simple, de module A. 


7.9. Proposition. — Soit K, un foncteur covariant : a —dG, À 
fortement représentable et augmentable, alors Hom*(K,, G) et 
K,XG sont augmentables. | 


DÉMONSTRATION. — Pour tout Me, on a 
H°Hom*(K,, G(M)) = Homa (H, K,(M), G(M)) 
et pour tout morphisme u de M on a 
H’ Hom*(K,, G)(u) = Homa, (H,K,(u),  G(u)) 


Comme Hom*(K, G) et Hom*(K,, G)|M sont naturellement 
équivalents, Hom*(K, G) est augmentable. Méme démonstration 
pour K, XG. 
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7. 10". Soient K,: & — dG,A un foncteur singulier, L, un 
_foncteur covariant a —>dG,a, fortement représentable, aug- 
mentable et acyclique sur les modèles. L* = Hom*(L,, G) 
ou G est un systéme local contravariant, est acyclique sur les 


modéles, représentable et augmentable. Soit F le systéme 
local H°L*| 1. 


Théorème. — Les deux foncteurs H*L* et H* Hom*(K, F) 


sont naturellement équivalents. 


DéEmonstration. — D’après 6. 1*. il suffit de démontrer que 
H'L'M est naturellement équivalent à H° Hom* (K*, F)| 1. 

Or Et = F et d'après 7.9. H'Hom'(K,, F)|M est 

naturellement équivalent à Homy(H)K,, F). K, étant 

- singulier, H)K,|M est naturellement équivalent au système 

- local constant de module A, et H®Hom*(K,, FM est naturel- 


- lement équivalent à Hom, (A, F) =F C.Q.F.D. 


7. 10,. On conserve les mêmes hypothèses que dans (7. 10)* 
Li = L, X G où G est un système local covariant, est 
acyclique sur les modèles, représentable et augmentable. 

- Soit F le système local H,L,| 1. 


THéorèmEe. — Les deux foncteurs H,L, et H,(K, * F) 


. sont naturellement équivalents. 


7. 11. Proposition. — Le foncteur C, (cf. 5. 5.) est singulier. 
C’est évident à partir des définitions. 


8. — Le cas relatif. 


Pour permettre d’étendre à l’homologie et à la cohomologie 
relative les théories précédentes, on introduit dans une caté- 
gorie &, de sous catégories J et } qui grosso modo donnent 

une notion de «sous-objet » dans &. Moyennant certaines 
hypothèses de compatibilité, les problèmes relatifs dans & 
sont ramenés à des problèmes absolus dans de nouvelles caté- 
gories Ay et Ay. 


8. 1. Soit (a, M, a, B) une catégorie avec modèles et fonc- 
| tions de dégénérescences. Supposons qu'il existe une sous 
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catégorie J de & dont les objets sont les objets de &, et dont] 
les morphismes B > A ed, s’ils exitent, sont uniques. Sup-. 
posons de plus qu’il existe un objet 9 ea, 9 & M, tel que PS | 
tout objet Aea, il existe un me dphidies unique, 


Q, : G—>Aea, O, ed. 


Dérinirion 1. — On dit que « et 8 sont compatibles avec J 
si pour tout: M>Be, aMe et tout wed ona 
(1) B(uu) = bu) 
a(uu) = a(u). 


ceci entraîne que si u: B— Aed, et si ue S(B), pu e S(A). 


Dérinirion 2. — On définit une catégorie (a , My, «, B) 
comme suit : | 

les objets de &;, sont des couples (A, B) tels qu’il existe 
un morphisme (unique par conséquent) 4: B—Aeld. 


Les morphismes de ay, (A, B) —=— Pi] (A’, B’) sont des carrés 
commutatifs 


Ween ly 
a] p le 
B B 


où les flèches verticales sont dans J et les flèches horizontales : 
dans &. | 

Les modèles de M; sont des couples (M, 9) où Me. 
Si (u, Bs): (M; 9) + (A, B), on pose 


a(u, Bs) = (a(u), 1,), B(u, Bs) = (B(u), Dn) 


(G5, My, «, B) est une catégorie avec modèles et fonctions de 
dégénérescence. 

Si K est un foncteur covariant (resp. contravariant) on 
définit le foncteur Ky: a; > Ga par 


K,(A, B) = coker K(u) (resp. K,(A, B) = Ker K()) 


pour un objet (A, B)ea;, où w est l’unique application 
B A A € J, 1 
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K; (f, f’) étant l'application canonique induite par le dia- 
» gramme commutatif 


K(A) "= Kia’) K(A) K(A’) 
KT gy ES) (resp. | ) 
K(B) —— K(B') K(B) K(B’) 


Si K est un dG,,-foncteur (resp. dGX-foncteur), on définit 
canoniquement une structure de dG,,-foncteur (resp. dG) 
pour K;. 


Convention. — On suppose que K(9) = {0} (K covariant 
ou contravariant) et que « et 6 sont compatibles avec J. 


8. 2. Proposition. — Soit K un foncteur covariant a > dG,» 
fortement représentable (resp. acyclique sur les modèles, resp. 
augmentable, resp. singulier) alors Ky est fortement représen- 
table (resp. singulier). 


DÉMONSTRATION. — On remarque que si (A, B)ea,, 
(u, Y)eS(A, B) si et seulement si weS(A). Comme 
K;(M, 9) = K(M), on voit que K;(A, B) = K(A) en convenant 
- d'identifier K((M, 9), (u, 9)) à K(M, u). 

D’autre part si we S(B), uu e S(A), un calcul simple montre 
que K(u) K,(B) = K,,(A). Par conséquent 

(1) Kj(A, B)= 3, KA) 
en désignant par S’(A, B) l’ensemble des ue S(A) qui ne 
- s’écrivent pas pu’ où u'eS(B). yx, est alors défini par 
Xx=Xxl DZ  K,(A). On a bien l'x,{x, = identité, de plus 
u ES'(A, B) 

- Liu, 9) = Vu) si u=pu’ avec u'eS(B). Donc Ky, est 
- fortement représentable et (K;)@, y = K,(A) ou O suivant que 
u e S’(A, B) ou non. Enfin les autres affirmations de la proposi- 
tion découlent immédiatement du fait que K;]Mt; = K|M. 


8. 3. Soient G un système local covariant (resp. contrava- 
* riant) et K un foncteur covariant fortement représentable 
. a — dG,na. G est aussi un système local pour &; en posant 
G(M, 9)— G(M), G(f, 1,) = G(f); puisque K(u) : K,(B) > Kyu(A) 
est surjectif pour m:B > A ed, on a: 


(KkG);=K;XxG et  Hom*(K,G); = Hom(K;, G) 
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en particulier, si on suppose que K() est injectif pour on as 


des suites exactes : 


0—Kx G(B)—K}XG(A)—K;,Xx G(A, B) +0 


i 
4 


H 


0+ Hom*(K,, G)(A, B) > Hom*(K, G)(A) > Hom*(K, G)(B) 0% 


qui donnent les suites exactes classiques d’homologie et de 


cohomologie. Cette situation est en particulier réalisée dans 


la catégorie des ensembles simpliciaux, en disant que me Ju 


si u.: B > A est l’application canonique induite par l'inclusion 
B c À et en prenant pour foncteur K le foncteur C,.. 


8. 4. Soient (a, M, a, B) une catégorie avec modèles et 


fonctions de dégénérescence et } une sous-catégorie de & dont — 
les objets sont les objets de a, et dont les morphismes B—A e jf, 


s’ils existent sont uniques. 


Dérinition 1. — On dit que « et 6 sont compatibles avec } 
si 


19 quel que soit le diagramme commutatif 


M x A 
(1) | fe 
M’ B 


u' 


où M et M’ sont des modèles, et où les flèches verticales sont — 


dans j il existe une application (qui est donc unique) 2’: 


N’ + Nef ot N’ et N sont les buts de a(u’) et a(u) telle que 


le diagramme 
M a(u) N B(u) A 


af x'| ef 
May NB 


commute. 


2°) L’application S(B) — S(A) donnée par u’ >6(uu’) est. 


bijective, et de plus & (u u’) ej pour u’ e S(B). 


DÉFINITION 2. — On définit une catégorie (Ay, We, a, Bi) 
avec modèles M, et fonctions de dégénérescence a, B comme 
suit : Ay est la catégorie définie dans 8.1. (en utilisant J 
au lieu de 3) We, est la sous-catégorie pleine de a, dont les 
objets sont les couples (M, M’) avec M et M’ «1%. 
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Si (u, u’) est un morphisme (M, M’) -> (A, B) on pose 
alu, u)=(a(u), a(u')) et Bu, u) = (Bu), B(w’). 
Cette dernière définition n’a de sens que si a et B sont 

compatibles avec Ÿ, puisqu'il faut que (N, N’) ed, et que 


B(u, uw’) a(u, u’) = identité: c’est ce qu’exprime la première 
condition de la définition 1. 

Si donc « et B sont compatibles avec ce que l’on suppose 
dans la suite, (Ay, My, a, 8) est une catégorie avec modèles 
et fonctions de dégénérescence. 

5i K est un foncteur défini sur &, on définit K; de la même 
façon de K+. 


Dans le paragraphe suivant on suppose remplies, les condi- 
tions de la définition 1, et on suit les notations de la définition 2. 


8. 5. Proposition. — Soit K un foncteur covariant 
a AGA. 


Si K est fortement représentable, Ky est fortement représentable. 


- De&monstration. — Il résulte de la deuxième condition 
de la définition 1 que l’application S(B) — S(A) donnée par 
_w'—B(uu’) est une bijection. Soit M’ la source de u’, posons 
u = B(uu’) et soit M la source de u. 


Alors K(u):K,(B) > K,(A), K(u) : K(M’, wu’) > K(M, uw), si 


- bien que 


Ky(A, B)= 2 K(A)/K(v) K,(B) 


u ES(A) 
et que Ky = (R),, à condition d’identifier 

> KM, u)/K(u) K(M’, w’) et (K(M)/K(a(uu')) K(M'), (u, w’)) 
on définit alors yx, par passage au quotient à partir de 
x, et Lex = id puisque l'xyr = id. 

_ Soit p la projection K(A) > K;(A, B). On a (u, u’) = p}(u) 
Det (Ke, (A, B)=K,(A)/K(u) K,(B). On en déduit immé- 
- diatement que K; est fortement représentable. 

8. 6. Soit K un foncteur covariant & > dG,,; on définit 
un foncteur K; Oy —> dG en posant K;(A, B) = K(A) pour 
| 26 
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tout objet (A, B) «a, et Kaif, f’) = K(f) pour tout morphisme 
(f; f’) bs: Eu 


Proposition. — Si « et B sont compatibles avec J, et si K 
est représentable (resp. fortement représentable, resp. acycliques 
sur les modèles, resp. augmentable, resp. singulier) K; est. 
représentable (resp. fortement représentable, resp. acyclique sur 
les modèles, resp. augmentable, resp. singulier). 


8. 7. Soit (a, M, «, B) une catégorie avec modèles et fonc- 
tions de dégénérescences. 

Soient J et J deux sous-catégories de & définies comme dans 
8. 1. et 8.4. On suppose que « et 8 sont compatibles avec 
J et j. On considère la catégorie 5, My, «, B de 8. 1. Soit 7, 
la sous-catégorie de a,, définie comme suit: un morphisme 


ey f A’ 
1 
B B’ 


est dans j’ si » et uw’ ed (c’est la définition d’un morphisme 
dans &;) et si de plus f’ed et fe}. Jj’ a alors les propriétés. 
exigées d’une sous-catégorie } 8. 4., et de plus, les fonctions 
de dégénérescences « et $ de a; sont compatibles avec 7’, 
au sens de 8. 4. On peut alors définir comme dans 8. 4., une” 
nouvelle catégorie (Ay)4, (My), @, B. | 

Si K est un foncteur & — dG,1, on obtient un foncteur! 
(K5)¥ : (5), — dG, en appliquant successivement les cons- 
tructions de 8. 1. et 8. 4. à K et Ky. Les propositions 8. 2., 
8. 5., 8. 6., donnent les propriétés de (Ko) et de (Ky)'y- 


9. — Le théorème d’Eilenberg-Zilber. 


9. 1, DériniTIoN. — On considère de nouveau la catégorie 
(9, M, a, B) définie dans 5. 6. On définit une nouvelle caté- 
gorie (JP, M7, a, BP) comme suit: 

JP est la catégorie dont les objets sont des suites ordonnées 
de p objets X,,...,X, avec X,e¥9 pour v= 1) ptet 
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dont les morphismes sont les suites ordonnées de p morphismes 
= (fh ..., fr) avec fieS pour if= 1, ...,p. 
M? est la sous-catégorie pleine de J? dont les objets sont 
des suites ordonnées de p-modèles de M. 
| Si wu = (W,...,u,) est un morphisme dont la source appar- 
tient a MN, on pose 


a(u) = (a(w), ..., a(u,)) et B(u)=(B(m), ..., B(u,).) 


_ En particulier u est dégénéré si l’un quelconque des u 
est dégénéré. 

Pour tout objet X = (X,,..., X,) et tout morphisme 
f= (ft, ---,f») se S, on pose (le produit tensoriel étant 
pris sur Z) 


K(X) = C(X1)® ... C,(X,), K(f) = Co (fs) ® ... @C,(f,) 
L(X) = C (Xx ... xX), Lf) = C, (fr x -- ++ x fp) 


K, et L, sont deux foncteurs covariants SP —> Gane 


i 


9. 2. Proposition. — K, est fortement représentable. 


Démonstration. — Comme dans 5. 5., on désigne par le 
-méme symbole un élément non dégénéré de X,;e¥, et l’élé- 
“ment qu'il engendre dans C(X;) On désignera par r(q;) 
‘le degré de l'élément x e X;e%. Donc &,: Afr(x;)| > Xj. 

Si x = M ® ... ®x,eK,(X) (où ze X;), on pose 


(x,t = (0M @ ... @ Tr, à) 


en désignant par @ le morphisme (a, ..., &,). 
On vérifie que I'x,yx, = identité. K est donc représentable. 
La formule qui donne yx, x montre aussi que si 


| u— (Wy, ..., Up) € S(X) 
alors 
osiu £ à 
OS i= d 


(ua = T'x,t(u)yx, & = 


on en déduit que K, est fortement représentable, et que 
 K,:(X) est le module engendré par l’unique élément z. 


9. 3. Proposition. — K, est un dG,z foncteur acyclique 
sur les modèles. 
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Démonstration. — On définit une différentielle dans K,(X) 
en posant ' 
P 
du ®...@x,)= Ÿ (—A)Cor Na, @ 8x, Sd, ® 2, 1...@Lp. | 


0 


Soit M= (A[n], ..., Aln,]) eM. On désigne par U(m) 
’homotopie définie dans la proposition 5. 5. relative à A[nj], 
par ¢; et n, les applications € et n relative à A[n,]. On considère 
de plus ¢, comme une application C,(A[n]) — HoC,(A[m]) 
en convenant que €; est nulle sur les n-chaînes avec n > 0. 

On pose alors, pour x = 2, ® --- ® a, € K,(M) 


P 
U(M)a ‘ei » (= DETTE me (24) & 
i= j 
sé ® Neu if (Hit) ® U(n,)a; ® Ti+: ® a @ x, 


et on vérifie que dU + Ud = id — me, ®--- @n,5,; en 
particulier, si x est une zéro-chaine, 


dÜz = x — xx 
en posant % = Yity @ +++ @ Ep 


Comme dans 5. 5. on voit que pour toute 1-chaîne z, xdz = 0 
c’est-à-dire que e(x) = e(xx). On pose alors | 
NÉ = we | 

et par conséquent dU, = id — ne. | 
On vérifie enfin sans difficulté que U et n sont des applica-« 
tions naturelles de (1K?)*?. | 
| 

9. 4. Proposition. — L, est fortement représentable. | 
DÉMONSTRATION. — Soit x = X -:: X x,e L,(X) (en. 
désignant encore par le même symbole l’élément x non dégé-* 
néré de X, X --- X X, et l’élément qu’il engendre dans 
GA Xk se! KX) = L,(X) les a sont donc des éléments des 
degré n de X;, et, puisque 2, X +. X æ,e X, X -:. X X, est 


non dégénéré x = sy... sy... si, ti Où x est non dégénéré, 
/ 1 , 

r(vi) = n — p les L étant tels que 
(3) b> >h, 


(ii) Il n’existe pas de suite a(1<a,<p,), i=1,.. ‘3 Pp 


telle que 4, =, =... =). 
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On pose alors: 
P 
2 OTD. &' 
Yi, = (Iq Re Si, 0°, x ) 
1— 


où æ est le morphisme (Zi, ..., &;). 
On vérifie que 'i,y1, = identité. L, est donc représentable. 
La formule qui donne y:, montre de plus que si ueS(X) 


(0Osiu-£à 


Ÿ,(u)æ oy [,7(U) 7140 a la 5 a 


On en déduit que L, est fortement représentable, et que 
L,, 3(X) est le groupe commutatif libre engendré par les 
p 


. éléments > Si... sidi avec p, + r(x';) =n et où les là vérifient 
1“ 
les relations (i) et (ii). 


9. 5. Proposition. — L, est un dG,, foncteur acyclique sur 
- les modèles. 

Le fait que L est un dG,: foncteur est évident. On note 
que si f; est une application I x X,— Y; alors l’appli- 
cation f: IX X,X... xX X,> Y, x -:- X Y, définie par 
te ae «5 Lp) = fem) x: X fip(%y Lp) estitelle que 

For ts PE PPS EC) pour == 0; 

Si M est le modèle Afn,] X --- X Afn,] et si on prend 
pour application f; les homotopies w, de (1. 4.), on définit 
par le procédé précédent une homotopie w : 


4 x Af[n,] X --- X Afn,] + A[n,] x --- x Afn,]. 

telle que wo: M—O, X -.. X 2 a et woe, = identité. 

Appliquons alors le lemme 5. 5. on obtient une homotopie U 
sur L,(M) telle que dU + Ud =id—me, X -:: X ne, (notations 
de 9. 3.) on conclut alors comme dans 9. 3. 

9. 6. Proposition. — H, L,|M?)* et Hy) K,|(M)*” sont naturel- 
lement équivalents. 

Démonstration. — Soit T la transformation naturelle L, > Ky 
définie par 

T(x St, NC Lp) = 8: 8% 

(x; de degré zéro à appartenant X;) &KTnr est une équiva- 
lente naturelle. 
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9.7. TnéorèMe. — Soit G un système local covariant (resp. 
contravariant) MW? — Gz; les foncteurs H,(K,X G) et H,(L,*« G) 
(resp. H* Hom* (K,, G) et H* Hom* (L,, G) sont naturellement 
équivalents. | 


Démonstration. — Hom*(K,, G) et Hom*(L, G) sont des 
foncteurs représentables et acycliques sur les modéles puisque 
K, et L, sont fortement représentables et acycliques sur les 
modèles (cf. 7. 4.*, 7. 6.*, 9. 2., 9. 3.,4.9., 9.5.); pour démontrer 
le théorème il suffit donc de montrer que H’ Hom*(K,, G) 
et H°Hom*(L,, G) sont naturellement équivalents sur les 
modèles (cf. 6. 1.*). Or (cf. 7. 9.) pour tout M e (Nt?)*, on a 


H°Hom*(K,, G) (M) = Hom,(H,K,(M), G(M)) 
H°Hom*(L,, G)(M) = Hom; (H,L,(M), G(M)) 


et pour tout morphisme ue (M?) on a 


H’ Hom* (K,, G)(u) = Hom;(K,K,(u), G(u)) 
H°Hom*(L, G)(u) = Hom, (H,L,(u), G(u)). 


Comme Hom*(K,, G) et Hom*(K,, G)|(M)%? (resp. K, 
remplacé par L,) sont naturellement équivalents, le théoréme 
résulte de 9.6. Même démonstration pour K,% Get L,X% G. 


9. 8. Soit J la sous-catégorie de J (cf. 8. 1.) dont les objets: 
sont ceux de J et dont les morphismes u: Y > XeJ si et 
seulement si Yc X et si x est l'injection canonique. « et f« 
sont compatibles avec J, et C,(u) est injectif si med. Soit JP" 
la sous-catégorie de # dont les objets sont ceux de # et, 
dont les morphismes &:(Ÿ,..., Y,)—>(X,, ... X,) e JP si et 
seulement si Y;c X; pour i = 1,...,p et si p = (jy, ..., Mp) | 
est tel que med. a et BP sont compatibles avec J’. On peut 
alors considérer la catégorie (Shp, Mr; &, BP) et les foncteurs | 
Kye, Lye (où l’on écrit Kye et Lye au lieu de K,» et Lp). 
Kz(x) et Lye(u) sont injectifs si & e J’, 8. 2. et 8. 3. permettent 
alors d’énoncer : | 


or — Soit G un système covariant (resp. contrava- 
riant) MW? —> G,; les foncteurs H,(K;X G) et H,(L3rX G), (resp. 
H°Hom"(Kz, G) et H*Hom*(Ly» G)) sont. naturellement 
équivalents. 
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9.9. Soit X un objet de #, et considérons la catégorie 
(5%, MX; ak, Bx) (cf. 5. 6.) et les foncteurs Kx, Lx (où l’on a 
supprimé les * pour simplifier l'écriture). D’après la proposi- 
tion 5. 6., Kx et Lx sont représentables et acycliques sur les 
modèles. Ils sont aussi fortement représentables, comme on 
le voit sans peine. Soit & un morphisme de SJ i-e un triangle 


commutatif 
ya 
| YX 
Y 


on dira que me dk si la flèche verticale est dans #. 
ak et B& sont alors compatibles avec Jk et on peut énoncer: 


THÉORÈME. — Soit G un système local covariant (resp. contra- 
. variant Mk > Gz; les foncteurs H,,((Kx) 52% G) et H,((Lx) 52% G) 
(resp. H* Hom*((Kx)52, G) et H* Hom* (Lx)s, G)) sont natu- 


- rellement équivalents. 


9. 10. Remarque. — Soit T: K — L est une transforma- 
- tion naturelle de foncteurs fortement représentables a — dG,a 
- telle que T: K,(A) > L,(A), pour tout Ae» et ue S(A). 
Notons (t) cette propriété. 

Si T a la propriété (x), T induit une transformation naturelle 
 TkYG:KKxXG—LXG et une transformation naturelle 
> Hom*(T, G): Hom*(L, G)— Hom*(K, G). T induit aussi 
une transformation naturelle T;: K,— Ly, et il résulte 
de 8. 2. que T, à la propriété (x). Enfin T induit une transfor- 
mation naturelle T, : Ka > La pour tout objet Ae, qui 
a la propriété (x). 

Supposons de plus que T soit une extension (donnée par 
le théorème 6. 1.,) d’une transformation naturelle 


H, K| a > H,LIME. 


Il résulte alors de ce qui précède et de (6. 1.)* (6. 1.), que 
. les transformations naturelles H(T-X G), etc... sont les transfor- 
mations naturelles H,(K % G) > H,(L-X G) ete..., déduites du 
théorème des modèles acycliques. 

Or on sait que dans le cas p = 2, l’isomorphisme du théo- 
_réme 9. 7. appliqué à l’homologie, et au système local cons- 
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tant Z, est donné par les transformations naturelles d’Eilénbergf 
L 

: K, > L, et | ie) Pie: ok j 


(ef. [2 sh eh que l’on obtient explicitement en appliquant, 
en la construction donnée dans 6. 1*. pour démon-. 
trer le théorème des modèles acycliques. On voit immédia-w 
tement sur les formules explicites que V et f ont la propriété (7). 
On en déduit en particulier ceci : l’isomorphisme (en cohomo- 
logie) donné par le théorème 9. 9. est induit par les deux trans- 
formations naturelles 


Hom*((Va)x, G) et  Hom((fa)y, G). 


10. — Systèmes locaux et systèmes locaux classiques. 


10. 1. Systèmes locaux classiques. — On rappelle, (cf. [7]) 
qu’un système local classique G sur un ensemble simplicial X 
est la donnée : 

(i) pour chaque sommet € X, d’un groupe abelien G,,; 

(ii) pour chaque 1-simplexe x, e X, d’un isomorphisme » 
G(a%): Gun > Gas, tel que si 2% = St, G(x) = identité, 
et si ce X,, G(d5) ° G(dyc) = G(d5). 

a. Un système local classique G sur X eS définit un système — 
local G au sens du $ 7 sur la catégorie Mx(cf. 5. 6.). 

Pour le voir, on rappelle que les objets de Wx sont les 
couples (A[n], x) où x est une application simpliciale : 

Afn] + X, 
et que les morphismes de MX sont les diagrammes commutatifs 
dans 9: 
A[n] x ; 
Gay) 9X 
Afm]"y 
on pose alors : 


G(A[n], x) = Gxo,), Glu, T, y) inp G(p) 


où pe X, est le 1-simplexe défini de la façon suivante: dans 
A[m], il existe un et un seul 1-simplexe dont les zéros faces 
sont 0,, et u (0,); p est l’image par y de ce simplexe; les 
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“D-faces de e sont dip = y(0,), dyp = x(O,), et Glu, x y,) est 
- donc un isomorphisme G(A[n], x) > G(A[m], y). 
Le fait que G(syx) — identité pour 2 e X, entraîne que 
G(lu) = identité pour tout Me Mx; de même 
G(d,c) © G(d,5) = G(d,c) 


entraîne que si f et g sont deux morphismes de Mx, 
Glgof) = G(g)* Gif). 
_ Gest done un foncteur covariant Mx — G,. Comme G(f) 
“est un isomorphisme pour tout morphisme fe Mx, on obtient 
un système local contravariant en remplaçant G(f) par l’iso- 
morphisme réciproque G(f)-. 

b. Un système local G sur Mx définit un système local clas- 
sique G sur X. 

Pour le voir, on pose, pour tout xe Xo, et tout pe X 


GPG AIO), 2), 
G(p) = Gr (a, dip, 6) ° G45, dep, 6) 

si G est covariant, l’isomorphisme du second membre de 
G(o) devant être remplacé par l’isomorphisme réciproque si G 
est contravariant, (on a bien des isomorphismes car di 


et dé appartiennent à S(X) et par conséquent (cf. 5. 6.) 
(Ga, do, 6) = (45, de, à), BAS, de, 8) = (ad, dr, 8). 
G est un système local classique: G(ssx) = identité car 
» G(lu) = identité pour MeMx, et G(d,5)eG(d,s) = G(d,c) 
pour se X, car si f et g sont des morphismes de lx, on a 
G(feg) = G(g)° G(g) si G est covariant ou G(fog) = G(g)° G(f) 
si G est contravariant. 

c. Soit G un systéme local (par exemple le covariant) sur 
> Mx on lui associe par le procédé de b un système local clas- 
sique G sur X, auquel on peut appliquer le procédé de a 
on obtient ainsi un système local G’ sur Mx. 

Alors G et G’ sont naturellement équivalents: en effet, si 
on exprime G’ en fonction de G en utilisant les constructions 
- explicites données dans a et b, on trouve que, si (u, x, y) est 
le morphisme 
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de Nx, alors 


G'(A[n], x) = G(A[0], x O,) à i 
G'(u, à, y) = GO, ye On; yo G(u, x, y) ° G(O,, 4° On, 2) 


ee me TE GE 


(G(0,,, yoOn, y) est un isomorphisme puisque (On, yoOn, y) 
est non dégénéré). | 

La transformation naturelle G’ > G est alors donnée par: 
T(A[n], x) = G(O,, xoQ,, x). Le fait que T soit naturel résulte 
de la formule même donnant G'(u, x, y). 

L’équivalence naturelle entre G et G’ montre que G(f) 
est un isomorphisme pour tout fe Mx. Comme un système 
local G sur M induit toujours un système local sur Mx 
(en posant G(A[n], x) = G(A[n]), G(u, x, y) = G(u), on voit 
que tout système local sur I possède la propriété de trans-_ 
former les morphismes, dégénérés ou non, de ‘It en des isO- 4 
morphismes. 


10. 2. Puisque G et G’ sont naturellement équivalents, les 
foncteurs C,xX G et C,xXx G’ le sont aussi d’après 7. 7.; 
explicitons donc C,x%G’ (Y, f) où (Y, f) =x; un morphisme” 
u' = (ÿ, fog, f): (A[n], fox) >(Y, f) est non dégénéré sis 
et seulement si ye Y, est non dégénéré. C, xw(Y, f) est done 
égal a C,;(Y) c’est-à-dire au Z-module engendré par y. Avec 
les notations précédentes, M, = (A[n], fe ÿ) et par conséquent. 
G’(My) = G(A[0], fo 90,) = Gy) en désignant par yo le 
. (zéro-iéme » sommet de y, à savoir d, ... d,y. 

C,, xX G" (Y, f) est donc engendré, comme objet de G,z, _ 
par les éléments de la forme y ® g où geGx, On cons-! 
tate sans peine que la différentielle d’un tel élément est. 


dy ® g) = dy ® G~(f(e))g + D (— D'dy ® g où p désigne le! 


i=1 ; 

1-simplexe d, ... d,y, et où dy doit être remplacé par 0 si, 
dy est dégénéré. (i = 0, ... n). CxX G'(Y,f) est donc le 
complexe des chaînes à coefficients dans le système local 
classique sur Y induit par l’application X debe partir du 
système local classique G associé à G (cf. [7]). La considéra- 
tion de G’ au lieu de celle de G a donc le double avantage 
d’avoir un caractère fonctoriel et de donner tous les systèmes 
locaux induits par les applications Y — X. 
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De même Hom (C,x, G’) (Y, f) est le complexe des cochaînes 
- à coefficients dans le système local classique sur Y induit 
par l'application f: Y — X à partir du système local classique 
G associé à G, c’est-à-dire : une n-chaîne est une application 
qui à chaque ye Y, non dégénéré fait correspondre un élé- 
ment ¢(y) € GG; la différentielle de + est la n-cochaîne é¢ 
telle que, si ye Y,4, est non dégénéré, 


n+1 


(2¢)(y) = Ge) (dy) + & (— 1)'¢(dy) 


ou p= d,...d,4,y et où dy doit être remplacé par 0 si 
dy est dégénéré (i = 0, 1... n +1). 

Si on remplace C,x par (Cx), dans les considérations précé- 
_ dentes, on obtient bien entendu les complexes de chaînes 
. (resp. cochaines) classiques qui donnent l’homologie (resp. la 
cohomologie) relative d’un couple formé d’un objet et d’un 
sous objet de J, à valeur dans un système local de coefficients. 


10. 3. On peut développer les considérations analogues dans 
S? (cf. § 9). 
- Bornons-nous au cas de J”. 
Soit X = (X,, X,) ¢ 9?. Un morphisme de MW est un couple 
formé de deux morphismes, l’un dans Wx, l’autre dans Wx, : 


A[m,] 


Af[m] ‘ 
(0. Us) = | ne LD) > M>NeM 


A[n,] 


- dans 10. 1. a on a fait correspondre à chacun des modèles M; 
un sommet x, de (X;) (i = 1, 2) et à chacun des morphismes 
u, un 1-simplexe p, de (X;), (4 = 1,2). 

Si G est un système local classique sur X, X X,, on obtient 
un système local sur MX en posant 


G(M) = Gy, x 2,G(u) = G(p1 X Pe) 


réciproquement si G est un systéme local sur Mx, on obtient 
un système local classique sur X, X X, en posant 


G,,x2,= G((A[0], &), (A(0), @)) pour e(X;h (i= 1, 2) 


et en définissant G(o, X 9.) par la formule donnée dans 
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10. 1. b pour G(p) en « dédoublement » tous les morphismes 


qui y figurent, conformément à la définition des objets et des 


morphismes de Sx. 

Partant d’un foncteur G sur M on obtient un système 
local classique sur X, X X, qui redonne un foncteur G’ 
sur Mx: G et G’ sont naturellement équivalents. 


i ni à 


CHAPITRE III 


LA SUITE SPECTRALE DES FIBRÉS 


11. — La catégorie des fibrés. 


Étant donné un fibré + = (E, p, B), on lui associe une suite 
spectrale (d’homologie) qui est un foncteur défini sur &%, 
dont l'aboutissement est H,(E) et dont le terme Ej, est 
canoniquement isomorphe à H,(B, H,(F)) où H,(F) désigne 
un systeme local (classique) de module isomorphe a H,(F) 
déterminé par le fibré. Pour arriver à ce résultat on considère 
les deux foncteurs K, et L,:% > dG,z, K (resp. L) faisant 
correspondre à t les chaînes de la base B (resp. de l’espace 
total E). On filtre alors L,(x) = C,(E) en introduisant la 
notion de dimension d’un morphisme de # dont la source est 
un modèle. Cette filtration permet alors de définir une suite 
spectrale qui est un foncteur sur #, et dont l’aboutissement 
est H,(E). K, étant singulier, on se propose de montrer que 
Ej, satisfait, pour tout g > 0, aux hypothèses de 7.10. On 
a donc à démontrer que pour tout q >0, 


1) Ej, est représentable 

il) Ej, est acyclique sur les modèles, 

iil) Ej, est augmentable. 

On désigne alors par G, le système local H,E,,|#M = EK}, | FM. 


D’aprés 7. 10 on a alors 
E = HE’ ~ H,(K,*G,). 


Il ne reste plus qu’à expliciter H,(K,KG,) ce qui est facile 
en utilisant les résultats du § 10. 

Le but de ce paragraphe est de montrer que E,, est repré- 
sentable. En utilisant des sous-catégories J et } convenables 
de J, on démontre un résultat analogue pour les suites spec- 
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trales relatives d’un fibré et d’un sous-fibré (il y a deux notions } 


distinctes de sous-fibré d’un fibré donné). 


| 


11.1. Soit 5 la catégorie des fibrés (cf. (1,5)); on désigne w 


par FM la sous-catégorie des modèles (i.e des fibrés dont la 


base est un modèle A[n] eM). Si x = (E, p, B) est un fibré, 
et f: X >B une application de J, le fibré (f"E, P, X) induit 4 


par f sera désigné par f'7. On note que si f et g sont deux appli- 
cations, les deux fibrés g (fr) et (fog)*x sont canoniquement 
isomorphes: dans la suite ils seront toujours identifiés. Soit 
®: x’ +7 un morphisme de & 


AEE BES) 
d: P| \P 
B’ B 


et supposons que g, se factorise en g gz. Il existe alors une | 


application et une seule h: E’ > giE telle que le diagramme 


Bi dios Hl 29 NE 

Eppes ponte 4p 

B’ x B 
82 81 


commute et que Qoh =f: si e’€ E’, alors he’ = (gp'e’, fe’), 


autrement dit ® = 9, ®,, ot ®,, LE nb le carré de droite, — 


et ®, le carré de gauche. 


12.2. Soient « et 6 les fonctions de dégénérescence de la 
catégorie (cf. (5.5.)) on définit des fonctions de dégénérescence 
pour #, en posant pour tout morphisme  : & —> 7 où we FM, 


E’ Î 


U : p'| | :u>nr (MeM) 
M B 
a(U) = Us, B(U) = U, où U, et U, sont les morphismes cons- 


truits comme à. et b, de 41. 1. à l’aide de la factorisation 
u = B(u) a(u). En particulier, WeS(n) si et seulement si 
ue S(B), E’ = u*E et si f est l’application canonique u*E + E. 
L’application ‘Ul — u est donc une bijection de S(x) sur S(B). 
En particulier, la convention 5. 1. est vérifiée. 
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11. 3. Avec les notations de 11. 1., disons qu’un morphisme 
-DeisiB'eB,g:B'—B est l'injection canonique, E’ = p-1(B’) 
est l'injection canonique p1(B') > E et p’ = plE'; disons 
que Pej si E’c E, B’ = B, f est l'injection canonique E’ > E 
et p’ = p|E’. « et $ sont alors compatibles avec J et 7 (ef. § 8). 
11.4. Le foncteur K,: 5 > dG,z. 


* 


Avec les notations de 11. 4., on pose K,(x) = C,(B) et 
K,(®) = C,(g). 


Proposition. — K, est singulier. 


Démonstration. — Si U est le morphisme de 11. 2. 
K,(r,U) = (C,(M), U); 
- comme l’application U — u est bijective si U est non dégénéré, 
on “a, en identifiant K,(x’, Ul) et C,(M, u), 1(U) et tu), J(U) 
et J(u), 
K,(t) = C,(B),  K,(®) = C,(g) 
on pose alors yx,(™) = yc,(B). K, est donc représentable, 


_fortement représentable et K,q (x) = C,u(B). On pose de 
même U,(u) = U,(M), ete... 


11.5. Le foncteur L,: % — dG,z. 


Avec les notations de 11.1, on pose 
L,(r) = C,(E), L,(®) = C,(f). 
Proposition. — L, est fortement représentable. 


- Démonstration. — On construit une application 4: S(E) > S(z) 
de la manière suivante: soit y: M>EeS(E), (Me), et N 
le but de «(py). 


On considére le diagramme commutatif suivant : 


B(pv)*E = E 


LE K dr 
FAO v 
ident 


6 (pe) 


P Pp 
N B 
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où P et Q désignent les applications canoniques (cf. 1. 5. d). 
La commutativité du diagramme montre que pour tout me H, 
(a(pv)m, vm) e B(pv)*E. On définit ainsi une application OF 
M->8(pe)*E qui complète commutativement (1). Le fibré de 
gauche, soit 4, appartient a SM, le grand carré est un mor-— 
phisme u—>reS(x). On définit Ÿ comme étant l’application « 
qui a » fait correspondre ce carré. Puisque L,(x) = C,(E), on 
définit y1,(™) en posant, touteeE,, e non dégénéré : | 


1e = iXé)Q(È") e L(w, Dé) ¢ L, (x). 


(avec M=A[n], » = é, etc... dans (1)). 
On voit alors que [',,y1, = identité, et que y1, est une trans- 


2 


— 


D 


formation naturelle RES bs Donc L, est représentable. De 
plus, si ‘Ul eS(x), on remarque que 4, (U) = 0 sauf si ‘U © Im(X) 
et dans ce dernier cas, }(Xé)e =e. On en déduit que L, est 
fortement représentable, et que L,q(x) = 0 si U & Im(X), 


Lyyz(t) = ZX C,z(E) | 
De’ = ve 


11. 6. Dimensions. — Soit U le morphisme vu. > re J de 11. 2. « 
On dit que ‘U est de dimension p, et on écrit dim ‘U = p, si 
M = A[p]. Les modèles de (FN); sont du type (x, 9) où « 
we FN. Si (U, Bz): (u, 9) > (x, 7’) est un morphisme de 3, 
on pose dim (U, @,) = dim U. | 

Les modèles de (FM); sont du type (u, u’) où w et Le FM 
wet a’ ayant même base dans M. Si (U, U'):(u, w’) > (x, 2’) 
est un morphisme de 9, on a donc dim‘U = dim ‘Ul’. On pose | 
dim (A, Ul’) = dim U = dim W’. | 

On déduit de ce qui précède une notion de dimension dans « 
la catégorie (Fx). | 

Le couple (#, L,) (resp. (93, Ls), resp. (Jy, Ly), resp. (Os) | 
(L;)7)) vérifie alors les conditions suivantes : 


11.7. Compatibilité avec la dimension. — Soient (a, M, a, 8) 
une catégorie avec modèles, fonctions de dégénérescence 
a, B, et K, un foncteur fortement représentable covariant 
a — dG,A. A tout morphisme u dont la source est un modèle M, 
on fait correspondre en entier >0, dimu tel que 
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dim u = dim 1y. On dit que le couple (a, K,) est compatible 
“avec la dimension si 
(1) dim B(u) < dim u, l'égalité n’ayant lieu que si Btu), 
(u) K, (A) #0 entraîne dim u < n(A ea). 
(in) 4,(9) dp,(u) -£ 0 entraîne dim » < dim u l’égalité n’ayant 
lieu que si vy = u. 


11.8. Filtrations. — Soit (a, K,) un couple compatible 
avec la dimension. On pose pour tout objet A ea, 
S,p(A) = fulu eS(A), dim u < p} 
SP(A) = fuljue S(A), dim u > p} 
Bi, Ki (i) Saeed Ley OA 


u € Sp(A) 
F?Hom" ko G) — gi Hom(K, ,(A), G(M)) 
(où l’on considère ces modules comme plongés dans PA ei 
LE ) 
» uES(A) 


F,K,(A) = 2 F,K,(A), 
_ F, Hom*(K,, G)(A) = 2 F'Hom"(K,, G)(A). 


 Désignons par d9,A (resp. d#\) la catégorie des A-modéles 

- filtrés, différentiels gradués de filtration positive ou nulle 
- croissante (resp. décroissante) compatible avec la graduation 

et la différentielle de degré (— 1) (resp. + 1) la filtration 
étant inférieure ou égale à la graduation. 

- Désignons par Ej, (resp. E?*) le foncteur suite spectrale 

défini sur la catégorie d,A (resp. dF\). 


Proposition 1. — Les modules F,K,(A) (resp. F? Hom* 
| (K,, G)) définissent sur K,(A) (resp. Hom* (K,, G)(A)) une 


structure de d3,, — module (resp. d#\). 


Démonstration. — C’est évident pour K,(A). Pour Hom* 
- (K,, G)(A) la seule difficulté consiste à vérifier que la filtra- 
tion est compatible avec la différentielle. Or si on explicite 
la différentielle de 7. 5*, on trouve que si ¢ e Hom” (K,, G)(A), 
vo = (9), 89 = ((8¢)u) (6¢)ue Hom (Ky,40 (A), G(Mi)) est la 
fonction donnée par 


(Oghy = À GK) Gaur) ) Peta (dy) gus) 


ve S(M,) 
27 
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pour tout ye K,,,,,(A), et où (dy)ga désigne la composante * 
de dy dans KM ). | 
Si #, est nulle pour dim u < Pp, fi) = 0 pour dmu<p. 
puisque (ii) entraîne dim B(us) < dim u < psi (dy)gan 7 0. 

Donc si dimu< p, (69), = 0. C.Q.F.D. | 


REMARQUE 14. — On a une proposition analogue pour. 
K, x G; mais il n’y a aucune démonstration nouvelle a faire 
puisque (&, KX G) est un couple compatible avec la dimension. 


REMARQUE 2. — Si on explicite F,L,(z) on trouve que c’est 
le groupe commutatif libre engendré par les simplexes non 
dégénérés ee E, tels que 


pe. = Sa, +++ Sa,Dp, b,eB,,. «nr = p te: 


Proposition 2. — Les foncteurs E;,K,, E, (K,XG),: 
E? 1 Hom* (K,, G) sont représentables. 
Démonstration. — Soit u: M~>AeS(A). On a 


0(u) p(w) K(u)}(1n) = 6(4)+(4)y.K(w) p(n) = 
= Wu) R Cu) (Lu) = Oui 
= 0(u)i(u) K (An) 0A), = 0( 


0(u)z(u)K(u)yp (Lu) s 
(u)K (41) 7 (401) 7(4) x, 
: u)i(u)Y(4u) = 4, 
soit : 

(1) (u)x#(u)K(u)Ÿ(u) = (Lu) 
considérons alors se 0(u)y = K, (A) > K,(M). Elle 
préserve la filtration car size K,,, (A), 0(u)ya=0 si pO et 
O(u)yx = Y(Lu)0(u)x e K, (M) si u=», et alors dimu=dim 14 . 

En utilisant les notations de J. P. Serre (cf. [17]) on a done 

O(u)y, : Coq KA) > Corot KM) (p+ q = n). 


Mais on a aussi: 
O(u)y, = Cp, gK,(A) > G,gK,(M).(p + q = n) 
en effet sive K,, , (A), et si dim u < p, O(u)y, est de filtration 
< p d’après ce qui précède et par conséquent d0(u)yax aussi. 
Supposons alors dim u = p, et posons y = 0(u)ya, dy = be Y, 
où y,¢ K,(M,). On a EAP 


me K,_(u) dy = dK,(u)y = dK,(u u)0(u) )yx = db(u)a = dx 


dr=K,(u)dy= EL Ki uy= À $(B(we)) Ky (u)y 


v ES(M) vES(M) 
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On a ainsi la décomposition (unique) de dxsurles composantes 


~ Kea (A). D’après 11. 7 (iii), les indices des composantes 


non nulles sont de dimension < p si dx est de filtration p — 1. 
y étant de filtration p, y, ne peut être différent de zéro que 
si dim » < p. 

Soit #,:M, M avec dim »,=p; puisque ye K,, (M) 
11.7 (iil) montre que », = lu; donc B{uv,) = Blu) =u. Soit » 


un indice tel que B(uv) = u. On a alors 


p = dim (ue) < dim up = dim 1y, < p, 


soit dim 1y = dim» = p. », = 1m est donc le seul indice tel 


que B(uv) = u. Mais alors puisque dx est de filtration p — 1, 


on a: $(u)K,_, (u)y;,, = 0. Donc, en utilisant (1), on voit 
equey, = 0: O(u)ya eC, ,K,(M). 


On voit de méme que 


8(u)y: B,4 KA) > Bog, (M) + Cp_s.g41 K(M) 


- autrement dit 0(u)y induit une application 


Ep, gK,(A) > E,,,K,(M) 


- d’où une application 


Es 


y': EK, —> E,, ,K,. 


La remarque 1 montre que la proposition est vraie pour 


_K,*G un raisonnement analogue au précédent montre que 


LE i Bed 


E? 4 Hom* (K,, G) est représentable. 
En appliquant la proposition 2 aux foncteurs considérés 


dans 14.6, on obtient un certain nombre de foncteurs repré- 
- sentables qui seront utilisés dans la suite. 


“4 


Fr 


NS RL oh hs ADS 


à 


- Remarque. — L'hypothèse que les applications p: E — B 


sont fibrées n’est pas encore intervenue. 


12. — La suite spectrale sur les modèles. 


Pour poursuivre le programme établi au début du § 11, il 
faut étudier la suite spectrale sur les modèles. Soit A[n] la 


| 3 4 ° 
» base d’un modèle u.. Pour montrer que E,, est acyclique sur p, 
on commence par montrer que le terme E?() est isomorphe 


4 
4 
1 
A 


p. 


té: 
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au terme E? du fibre induit au-dessus de O, par l'injection 
O,— A[n], et dans ce cas, la base étant un point, la suite 
spectrale se calcule immédiatement. Pour arriver à ce résultat, 
on est amené à étudier avec précision, étant donné deux» 
morphismes homotopes 4, et ®, : x’ > 7, l’homotopie qui en — 
résulte pour les homomorphismes de modules différentiels 
gradués E1(®,) et E1(®,) (cf. 12. 2. et 12.3). Quelques diffi- # 
cultés d’ordre technique compliquent légèrement les démons: 
trations. 


12. 1. Lemme. — Soient f et g deux morphismes: 
AB e d5,1 (resp. d¥\), et k un homomorphisme de A-modules 
A —B tels que 

(1) kA.CB,:, (resp. kA°e D" 

(i) AF,(A)¢ F,,,(B) (resp. KFP(A) € Fr-(B)) 

Qu) f—g=dk-+ kd. 

k induit alors un homomorphisme k':E; (A) > E,;;,,(B) 
(resp. k, : E?(A) > E?-'4(B)). 

Dans ces conditions E"(f) = E"(g) (resp. E,(f) = E,(g) pour“ 
Fa): | 


12.2. Soit ®,:7’-—>x un morphisme de fibrés : 


EAN 
de: pl lp | 
B’ B | 


et k: I X B’ +B une homotopie telle que koe, = g. Il existe 
alors (cf. 2.3 corollaire 2) une homotopie h: I x E’ > E 
qui prolonge f au-dessus de k, et qui est stationnaire sur p’~'(A’)_ 
si k est stationnaire sur A’ cB’. 

Notons ,_, le morphisme x’ — + que l’on obtient en rem-* 
plaçant f par hee_. et g par ko ¢,_,; écrivons pour simplifier! 
L* au lieu de Hom* (L,, G) et Lj au lieu de L, ¥ G. 


PROPOSITION. — Soit G un système local constant. Avec les” 
notations ci-dessus, h induit une application hi: 


Es Lil’) > Ets Li(n) 
(resp. hy: EF L*{(x) > Ee? L*(z’)) telle que 
Ch + hd = EL/(d,)— E!L/(®,) 
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| (resp. djh, + hyd, = E,L*(o) — E,L/(be)). De plus, hy Me h*) 
= est be de l’homotopie h choisie au-dessus de k et 
prolongeant f. 


“ap NE — Soit À le module du système constant G. 


Li(r) = L(r)8:A, L(x) = Hom, (L,(r), A) 
F,L,(r) = F,L,(r)@zA, FL'(r) = AnnF, ,L,(x) 


(où Ann désigne Pannulateur) etc... 
D’après 5.5, h induit une homotopie U: L,(r’) > L,:,(") 
telle que dU + Ud = L,(®,) — L,(®,). Done U@4,: 


| Li(r”) > Lit) 
est telle que d(U®1,) + (U®1,)d = L/{(®,) — L{(®,) (en 
( 


notant encore d la différentielle de Lj) et Hom (U, 1a): 
L"(x) > L (x) est telle que à Hom (U, 1,4) + Hom (U, 1,)é = 
—L*(®,) — L*(®,). 
De plus (avec les notations de 5.5) U = X(— 1)‘h;. Comme 
oh =ko (id X p’), on a poh, =k; p’; par conséquent si 
2 ‘eR’, est un n-simplexe non dégénéré de filtration p (cf. 
} 11.8 remarque 2) i.e si ple’ = sa «+ Sy b » (P+q=n), on 
- a pohe’ = = PiSay ++ - SU hi = ie Le Sa, Ky "bi (en vertu des 
relations 4. 2) a, ... , v’ étant des entiers qu’il est inutile 
d’expliciter. Or k; 6, est un (p + 1)-simplexe de B. Donc U 
. et U @ 11 augmentent la filtration de 1, Hom (U, 11) diminue 
la filtration de 1. Le lemme 12.1 montre alors l'existence 
de-h,-et A! ayant les propriétés demandées. 
Il reste à démontrer que h, et h! sont indépendants du 


- relèvement h. 


Soient h et h’ deux homotopies au-dessus de k qui prolongent 
f. D’après 2.5 il existe une application H:I1 X Ix E’>E 
telle que, pour re E’ a, Bel, e = 0 ou 1 fixé, 


H(z, 0, 2) = h(a, 2) 
Marty zy (+) 
H(e, B, “ = f(x) 
pH(, 8, x) = k(a, p’, 2). 
Considérons H 0 comme une homotopie par rapport a la 
deuxième variable : on pose H,(a, x) = Hs, s, ... Cees 850% 


st) pour (a, 2) <(I X E’),, et V = X(— 4) H,. 
ah tient ad MVC C,H). 
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Soit i l'application identique I x E’ > I x E’. Considérons » 
la comme une homotopie entre applications E’ > I x E’, ets 
soit ¢ l’homotopie C,(E’) > C,(I x E’) associé à 1: on as 
(do + od)x = (dpèt, x) — (dè!, x). Mais par définition, | 

C,(k')s > oe U, C,(h)o 4 U 


où U’ est construit à partir de h’ comme U à partir de h. Fina- 
lement : 
(dVo + Vdc) x = (U’ — U}x 
= dVa — Vo dx + V(d,61, x) — V(d,61, x). 
Or H(e, 8, x) = f(x) done V(d,_.¢1, x) = eC, (f) (x) ou € = 0 


ou 1 suivant la parité du degré de la chaîne x. On en déduit le: 


Lemme. — Supposons que x soit de filtration p, et que dx 
soit de filtration p —1: alors (U’ — U)z est un bord modulo 
les éléments de filtration p; en effet | 

Vo augmente la filtration de 1 car Vox est une somme alternée 
d’éléments du type Hj(s, ... 8 ... sè!, six) et | 
PH jaan on brie Se eR ariel Sa ae y Shae S901, p'8/8,;0) = Sk;p'æ.« 

V(d,_,0', x) conserve la filtration puisque C,(f) = L,(®,) 
conserve la filtration. | 

V(d,61, x) conserve la filtration puisque c’est une somme” 
alternée du type H,(d,0', x) et que | 
pH;(d.ùt, 2) = k(1 HID, p’s;x) a sk (4 #58); p'æ). | 

Fin de la démonstration. — D’après le lemme U @ 11 et 
U’ @ 1, induisent la même application ht: EtL/(x') > E1L/(x) 
et Hom (U, 11), Hom (U’, 14) la même application h, : 

E,L"(x) > E,L'(r'). | 

12.3. Soit ®,: (x’, ©’) (zx, ©) un morphisme dans J, 

c’est-à-dire un diagramme commutatif. 
| 


E’ i E | 
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Soit k: I x B’+B une homotopie telle que koe, = g 


- il existe (cf. 2.3) une homotopie h’: I x A’ — A qui prolonge 


— Cc 


f” au-dessus de k, et par conséquent une homotopie h: 
I x E’ > E qui prolonge f et h’ au-dessus de g. Notons 9,_, 
le morphisme (x’, &’) — (x, ©) que l’on obtient en remplagant 


| f par hog_.,, f’ par h’oe,_, et g par koe,_,. On écrit Ly 


au lieu de Hom* (L gp G) et Ley au lieu de LyX G, et on 
suppose que le système local G est constant. h induit une 
homotopie U: L, (n’) > L,,,(x), hk’ une homotopie U’: 
L AE AE Par pareaee au quotient on obtient une 
homotopie Uy: L m 7 (x, Ot Lursy (Tr, ©) qui augmente 
la filtration de 1 puisque c’est le cas de U et U’. 

Soit (yu, 4’) une autre homotopie (I x E’, I x A’) —(E, A) 
qui prolonge (f, f’) au-dessus de k et M; l’homotopie construite 
à partir de (4, u’) comme Us à partir de (h, h'). Il existe d’après 


2,5. une application H’: I x Ix A’ A telle que pour 
yeA’, a, Bel, 


I] existe donc, d’après 2. 5 une application H: I X IX K’>E 

qui prolonge H’, et telle que, pour a, Bel, re HK’ 

ah 0; als hl ajar), 
Hla, 1, 2) = ula, 2), 
' H(e, 8, x) = f(x), 
pH(a, B, &) = (a, p'œ). 

En utilisant le nes (H, H’) on démontre comme dans 12. 2 
que si x est une chaîne de filtration p, telle que dx soit de 
filtration p —1, zeL (7 wo’), alors (My — Us)x est un 


bord modulo les éléments de filtration p. On a donc démontré : 


Proposition. — Soit G un système local constant. Avec 


les natotions ci-dessus, (h, h') induit une application 


hi Ep,a “y(™ > D cette, g Lyy(t, &ü) 
(resp. hy, : Et "Lyle, wo) > Er" AL(r, w'). 
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telle que  d'ht + hd — EL,,(0) —— EL,5(D) 
(resp. d,hy + hd, = E La (®, ) — EL; 1(Do)- 


De plus, h (resp M) est indépendante de l’homotopie (h, h') 
choisie au-dessus de k et prolongeant (f, f’). | 


12. 4. Le cas où la base est A[O]. 
Si x est un fibré dont la base est A[0], x € FM, et L(1,) = Le, 
est la seule application non nulle (cf. 11.5, diagramme (1)). 


Done F,L,(x) = FL,(r), L{(x) = L,(x) ® G(T), 
L*(x) = Hom*(L,(x), G(z)). 


4 
4 


On en déduit que 

(i) Ep, qL,(™) = E;,4L,(r) = Ep’L*(x) =0 pour p>0 et r>0. 

(ii)  EL,(r) = H,L,(=), Ej gL,(") = HL, (x), 

Ep {L*(x) = H2L*(r) pour r>A 

Soit (x, &) un couple de fibrés dans 4, dont la base est A[0]. | 

(x, &) € (FM)y et (1x, m)) = Lai, ms) est la seule application « 
non nulle. On en déduit que (i) et (ii) sont encore vérifiés si 
on remplace L, par Le. | 

Comme les modèles de & et J; sont les mêmes, ainsi que les 
modèles de 3 et (Fy) on peut aussi remplacer L, dans (i) et 
(ii) par Ly erat 3)" | 

12.5. On se propose de déterminer complètement la suite « 


spectrale sur les modèles. Il suffit done de considérer les caté- — 
gories F et Fn. 


Soit O, le zéro-ième sommet de A[n], Fy la fibre du fibre 
t = (E, p, B) au dessus de O,, : le morphisme de M : 
F, inj E | 
ay p|Fo| |p UT 


Proposition. — E?L{(i) et E,L*(i) sont des isomorphismes — 
de plus, il existe des homomorphismes hà : EL/(x) > E1L/(x) 
et 4: EXL{(n) > EL{(x) (resp. A: E,L*(n) > E,L*(x) et 
n : E;L*(x) > E}L*(n)) tels si 

GXh CE, Li(r) > Boys, gh y(t) (resp. hy: Ep L*(x) = Ef-"1L*(x)). 
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(uu): d'h + hid' =id sur EjL{{r) pour p>0 (resp. 


 dih, + hd, = id sur E?L*{x), p > 0). 


(i): d'h' = id —ne sur EjL{(x) (resp hd, = id —en sur 
E{L*(x)) où € est l’application canonique 


E,9Li(r) —> LE, L,(r) = E,,L{(r) 
(resp H'EL"(r) = Et L*(x) > EL (7). 


Démonstration. 

1°T cas: G est un système local constant de module A. — On 
applique la proposition 12. 2. à ®, : #7 — x où ®, est l’applica- 
tion identique, avec k = w, (cf. 1. 4). On peut alors relever k 
en une homotopie À stationnaire sur Fy puisque w, est station- 
naire sur O,. De plus hoe, applique E dans F, puisque w,0e, : 
Afn] + O,. 9 se factorise alors en io 7, où j est le morphisme. 


hee 
Eb? F 


et 7 ol = identité. 
D’après 12. 2, il existe h! (resp h,) vérifiant (1) et de plus 
BL 9.) == Al, (,). Comme 0, = id et 0, — 1°7, on a: 
E?L/(i) o E?L/(j) = id 
mais comme j °1 = identité, on a aussi 
BAL) ° HeLa) = 1d. 
Done E?L/(i) et E?L{(7) sont des isomorphismes. On démontre 
de même que E,L*(i) et E,L*(7) sont des isomorphismes. 
Mais, d’après 12. 4, pour p>0, E, ,Li(u) et EP? L*(u) 


- sont nuls. 


Done EPfL/(j), E?L*{(7) sont nuls pour p > 0 et finale- 
ment E} ,L’ (®) et E?2L* (®,) sont nuls. 12. 2 montre alors que 
. Met h, vérifient (ii). 

Pour p=0, on a d'h = id — Ej, ,L,(i) ec E,,L,(). Soit 
a= dy,yeE!,L{(r). Comme Ej Li(j)a = dE; ,L!() y = 9, 
- on voit que E},L/ (i)o Ej,,L/ (j) est nul sur les d'-bords. 
On définit done une application y vérifiant (ii) en posant 
nex = Et Li (i) ° Ej}, Li(j)e pour ve Ej, ,L,(t) même démons- 
tration pour 
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2e Cas: G est un système local quelconque. — Sur les modèles,« 
L/ est naturellement équivalent à L,o G (cf. 7.6,) et pars 
conséquent, L/(x) est naturellement isomorphe a L,(r) @ G(t),« 
L/(u) naturellement isomorphe à L,(u) @ G(u), et à des iden- 
tifications canoniques près, L{(i) est égale à 


L,(i) ® G(i) = (L,(i) ® id) (id & G(i)). 


Désignons par G(r) (resp G(u)) le système local constant 
de module G(r) (resp, G(u)). L,(i) id = (L, X G(x) (i)) 
et id ® G (i) sont des morphismes de d,7. Par conséquent: 


EL/(i) = EXL, ¥ G(x)) (i) + E{id x G{i)). 


Le premier facteur du second membre est un isomorphisme 
d’après ce qui a été vu dans le cas G constant, le second facteur» 
est un isomorphisme car 1e S(x) et que par conséquent G(i) 
est un isomorphisme. Donc E?L/(1) est un isomorphisme. 

Comme L/(r) est naturellement isomorphe à L,(x) @ G(x), « 
on peut pour calculer la suite spectrale du module gradué » 
filtré L{(r) utiliser le module gradué filtré L,(x) @ G{x) c’est- 
à-dire supposer G constant: d’où (ii) et (ini). Même démons- 
tration pour L*(r). | 


12. 6. Proposition. — On peut dans la proposition 12. 5, 
remplacer L, par L,s. 


Démonstration. — On utilise 12.3 au lieu de 12. 2. 


12.7. THéorèME. — Les foncteurs Ei,Li, E;,L;/;, EL, 
El “i EML*, EL,,, EL", ES (L5)y sont acycliques sur 


les modèles. 
Démonstration. — Il suffit de considérer les foncteurs définis . 
sur # et Fr | 


D’après 12.5 et 12. 6 (ii) et (iii), il suffit de démontrer que 
ht (resp M) et n sont naturels pour les morphismes de (FNC)*, 
c’est-à-dire pour les morphismes du type : 


E ry sce fi 
M: Pp’ 
Ay] oe Afn] 


7’ >t 
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ot f: A[n’] > B, E > Best un fibré, et où la flèche horizontale 

supérieure est déterminée par 11. 1. Soient h” et h! les homo- 
topies définies par 12.5 pour les fibrés x’ et x, h’ et h les 
homotopies au-dessus de w,: et w, dont ils proviennent. 

ho (id X ¢) et go h’sont des homotopies au-dessus d’une même 
homotopie I x Af[n’] + A[n] puisque w, » (id x «(f)) = «(f) ow 
(cf. 1. 4), et elles coincident sur 1 x E’. Or la première induit 
ho EL/(®) et la deuxième E1L/(®)h’, 

Si G est un système local constant, le théorème résulte de 
12.2 qui affirme que he EL/(D) = EL}/(db)h1, Si G n’est 
pas constant, on refait un raisonnement analogue à celui de 
12.5 deuxième cas: on suppose les coefficients locaux cons- 
tants et on note "1 l’homotopie obtenue à partir de h’ en uti- 
lisant le système local constant G(x) au lieu de G(x’); on a 
Elid @ G(®)) oh’? = h" o EX(id ® G(®)). 


Comme d’après ce qui précède, 
Io EL, X Gln) (D) = EL, X G(x)) (0) © h” 


on en déduit de nouveau l’égalité cherchée en multipliant les 
deux membres par E}(id @ G(®)). 

Même démonstration pour h,, même démonstration pour la 
catégorie (FM). 

La naturalité de n rèsulte de la naturalité de h (resp h,) 
de la naturalité de &, et du fait que € est surjectif (resp injectif). 


12.8. Tutorime. — Les foncteurs du théorème 12.7 sont 
augmentables. à 
Démonstration. — Soit ® : t’ +7 un morphisme non dégé- 
néré de SM, c’est-à-dire un diagramme commutatif 
u*E E 
(4) D: | | non 
A[p] ——> A[n] 


où u est non dégénéré. Soit « le morphisme 


Fo, He E) 


( 
| \ 
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où Fo, désigne la fibre de x’ au-dessus de O,. Comme Fo, est 
canoniquement isomorphe à Fo, la fibre de E au-dessus de 
u(O,), et que EjL{(i) (resp EjL*(i)) est un isomorphisme 
(cf. 12 5), il suffit de démontrer que EÿL/(®)) (resp E:L*®) 


est un isomorphisme quand p = 0, ce que l’on suppose désor- 


mm TOT ME 


mais. Si u(6°) = O,, ® n’est autre que l'injection de la fibre — 
Fo, dans le fibré x, et le théorème résulte alors de 12.5. Si w 
ce n’est pas le cas, soit p l’unique 1-simplexe de Afn] tel que » 
dio = O,, dp = u(è°). p est non dégénéré. Si dans le diagramme — 


(1) on fait u=6, p=1, ESL{(®) et E{L*(®) sont des isomor- 
phismes puisque 6(O,) = O,. tn} 

Comme u:A[0]-—>Afn] se factorise en podôt et que 
u*E = dyè*(*E) il suffit de démontrer le théorème pour 


n = 1 et u = dèt. La démonstration est alors entièrement — 
analogue à celle de 12. 5 : on applique la proposition 12.2 en « 


prenant pour homotopie I x A[1]—Af1] «w, au lieu de 
w, (cf. 1. 4): 


Même démonstration pour (M): 


13. — La suite spectrale des fibres. 


13. 1. Les huit foncteurs du théorème 12. 7. sont représen- 
tables acycliques sur les modèles, augmentables. D’autre 
part les quatre foncteurs K,, K,5, K,7, (K,5) "7 sont singuliers 


(cf. 11. 4, 8. 2, 8.6). On peut done appliquer les théorèmes 
7.10" et 7. 10,. Puisque H,E' = F?, H*E, = E,,on peut énoncer : 
THÉORÈME. — PRE par G', (G;), (Gy)%, (G5)7,°, G!, 
(Gy)%, (Gy)? (Gs)y" les huit systèmes locaux donnés par le 
théorème 12. 8. 
Les foncteurs : 
EL et H}{K,X6G,), Ee ’L* et H? Hom* (K,, G°) 
Fgh et H,( K,3% (Gy)q), Ep ‘L; et H? Hom (K,5 (G;)*) 
Bp gliyx et H,( Ky (Gy)q), ER Ly et HP Hom (Ky, (G)") 
Esp et Hy((Kys)y* (Gs)ya), ie 
EE"(L5)y et  H° Hom ((K,y+, (Gs)") 


sont naturellement équivalents. 


lies 
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15. 2. a. Soit G un système local quelconque sur FM. Soit 
w= (E, p, Be. 

Si (A[n], u) es (cf. 5. 6) on considère le fibré de IM induit par 
m et u: A[n| > B, soit u*x. On pose alors G(A[n], u) = G(u*n). 
Si (f, u, ») est un morphisme de Sy, on pose G(f, u, ») = G(), 
où ® est le morphisme u*x — o*x associé à la factorisation 
u = vofet au morphisme naturel u*x — + (cf. 11. 1). 

Au couple formé par un système local quelconque sur FM 
et par un fibré =, on associe donc un système local sur ‘fy. 
_ Or si ‘U est un morphisme non dégénéré de S(x), U est de la 
forme 


Um D 


| le 


A[n] >B 


… avec u e S(B). On en déduit ceci: 


KG (x) ae Ce X Gy (B), 
Hom* (K,, G&) (x) = Hom* (C,s, G?) (B). 


De même si (x, x’) est un couple tel que u: 7’ > med, où 7’ 


est le fibré (p~1B’, p|p 7B’, B’), B’cB) on a K,;X(G) 
(x, 7) = (Cyn)5%X (G5), (B, BY) et Hom (K,5,  (G;)*) 
(x, t’) = Hom* ((C,s)5, (G3)°) (B, B’). Appliquons 10.2: les 
foncteurs G sont naturellement équivalents aux foncteurs G’ 
que l’on va maintenant expliciter, et 10. 2. donne explicite- 
. ment la structure des groupes différentiels gradués dont la 
cohomologie (ou l’homologie) est naturellement isomorphe au 
terme E? (ou E,) de la suite spectrale du fibré. 

b. Introduisons les notations classiques suivantes : 

Si X est un ensemble simplicial, et G un système local de 
coefficient classique défini sur X, on écrit H,(X, G), H*(X, G) 

au lieu de H,(C,x% G’) (X) et H* Hom* (C,x, G’) (X). 
Si X’cX, on écrit H,(X; X’; G), H"(X, X’; G) au lieu de 
H((C,x)5% G5) (X, X’) et H" Hom*((C,x)5, G5) (X, X’). 

c. Soient t= (E, p, B) un fibré, be B, et F, la fibre 
au-dessus de b. Alors le systéme local classique associé a G, 
ou G, (cf. 10. 1) associe à chaque be Bo, le groupe 


G, = Es qLi( b*r) 
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or L/(b*n) = L,(*n) @ G(bx) = C(F:)® G(b*x) (cf. 12. 4) done 
G, = H,(F,, G(b* T)) 


de même en cohomologie, G, = H%F,, G(b*r)). 
Si peB; Visomorphisme G,,—> Gu, est fourni par le 
diagramme 


F 


F 


© 


1] =—— 1 


où ig est le morphisme défini dans 12.5 et 1, le morphisme 
défini dans le dernier paragraphe de 12.8. Alors 

= Bee (to) yr 6 ° BL, (4) en homologie, 

= (E,L*(i))) ° (E,L*(i,))- en cohomologie. 


On notera H,(F, G) et H%(F, G) les deux systèmes locaux 
précédents. 


oe aR 


d. Avec les notations de 14.5, on voit que si l’on désigne « 


par v.. le modèle représenté par la partie gauche du diagramme 
(1) où ep = é, M = Afn], N = Alp], alors pu, = pe, si, Le = Le’. 

De plus un calcul simple montre que (pe) O, = pé (O,). 
Autrement dit, si l’on considère le système “local G comme 
un système l6éal sur J, conformément à 13. 2 a, et ce dernier 
comme un système local classique sur B, G(u.) n’est rien d’autre 
que le groupe associé au point d, ... d,e par le système local 
classique sur E induit par le système classique sur B et l’appli- 
cation p: EB. 

En désignant encore par G ce systéme local, et compte-tenu 
des formules : 


DR ® G) = (ZX.) G 
II Hom (X,, G) Hom (x 6) 


on voit que: 


L’,(x) est le groupe différentiel gradué des chaînes normali- 
sées de E à coefficients dans G. 
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4 A 7 . , A 
L"(z) est le groupe différentiel gradué des cochaînes norma- 


_lisées de E à coefficients dans G. 


13. 3. Désignons par G un système local sur FM, et par le 
méme symbole G le systéme local classique induit par G sur 
B, sur E, sur F. 

Désignons d’autre part par (E’, p’, B’) un sous fibré de x 
au sens J. On peut alors énoncer. — 


THÉORÈME. — (i) Homologie. 
Il existe une suite spectrale dont le terme E’,, est naturelle- 


- ment isomorphe à H,(B, H,(F, G) et dont Vaboutissement est 


H,(E, G). 


Il existe une suite spectrale dont le terme E,, est naturellement 
isomorphe à H, (B, B’; H? (F, G)) et dont l'aboutissement est 


AE, E’; G). 


(11) Cohomologie. 
Il existe une suite spectrale dont le terme Ef" est naturellement 


_ isomorphe à H? (B, H? (F, G)) et dont l'aboutissement est H*(E, G) 


Il existe une suite spectrale dont le terme EP? est naturellement 
isomorphe à H?(B, B’; H? (F, G)) et dont l'aboutissement est 


SHE, EH’; G). 


Ces suites spectrales sont des foncteurs sur la catégorie & 


| (ou Js). 


13. 4. On peut bien entendu développer les considérations 
de 13. 2. pour la catégorie #,, et la catégorie (Fs)y Avec des 


notations évidentes, en appelant (E’, p’, B’) un sous fibré 


. de x ausens J. (E”, p”, B) un sous fibré de x au sens J, on peut 


énoncer : 


TaéorèmEe. — (i) Homologie. 

Il existe une suite spectrale dont le terme E,,, est naturellement 
isomorphe à H,(B, B’; H,(F, F”; G)) et dont l’aboutissement 
est H,(E’ u E”; G). | 

(ii) Cohomologie. 

Il existe une suite spectrale dont le terme EF" est naturellement 


2 bebrphe à ABB HH LE: F”; G)) et dont l’aboutissement 


eo 


est H*(E’ u E”; G). 


Ces suites spectrales sont des foncteurs sur (Fy)y. 
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Remarque. — Le théorème précédent n’est pas le théo- 
rème le plus général que l’on peut déduire, dans le cas de 
la catégorie (F5) du théorème 13. 1. En effet l’élément le 
plus général de (Fy) est un système de 4 fibrés : (x, 7’), (%”, x”) 
oun’ >ted, tT” > red et Tt’ > TE 1 Le cas correspond a 


al! — 4) à 


PRE 


13.5. Si (E, p, B) est un fibré au sens de Serre, et si S est le © 
foncteur qui a un espace topologique X fait correspondre l’en- « 


semble simplicial S(X) des simplexes singuliers de X, à un mor- 


phisme f: X = Y l'application simpliciale S(t) = S(X) >S(¥), « 


S(E), S(p), S(B) est un fibré. Les théorèmes 12. 2 et 12. 4 con- 


tiennent donc comme cas particuliers les théorèmes sur la suite » 


spectrale d’un fibré au sens de Serre. Dans sa thèse [17], J. P. 


Serre énonce des théorèmes de suite spectrale (pour l’homologie » 
et la cohomologie absolue) en prenant des simplexes cubiques. — 


V.K.A.M. Gugenheim et J. C. Moore [12], ont démontré, dans « 


le cas ou G est constant et dans le cas de Vhomologie absolue, 


— 


que la suite spectrale de J. S. Serre et la suite spectrale obtenue — 
avec les simplexes singuliers sont naturellement isomorphes. — 


[19] a démontré qu'il existait une suite 
spectrale analogue à celle du théorème 13. 4 en prenant des 
simplexes cubiques. Le raisonnement de [12] montre que 
cette suite spectrale est naturellement isomorphe à celle de 
13. 4, après application du foncteur S. 


13.6. On a donné des théorèmes de suite spectrale pour 
un système local G quelconque. Les seuls cas utilisés dans les 
applications sont les suivants : 

(1) Gest constant. 


(il) G est un système local sur Jp. Il résulte de 12. 2 que la 
connaissance d’un tel système local est suffisante pour calculer | 


la suite spectrale d’un fibré. Dans ce cas, la suite spectrale 
n’est plus un foncteur défini sur %, mais seulement sur 
la catégorie %, dont les objets sont des couples (x, f) où 
tm = (E’, p’, B’) est un fibré et f: B' Be, et les mor- 
phismes : (n’, f) > (x”, g) des triples (®, f, g) où D: nr’ + nr” eG, 
est tel que ge? = f où ¢ est l’application induite par ® sur 
les bases de x’ et x” (resp. (33); resp ((F)5)y). 
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14. — Structures multiplicatives. 


14.1. Soient K* et K’* deux foncteurs contravariants : 


a—>dG, on définit un nouveau foncteur contravariant 
a — dGa en posant : 


(K@,K’)\(A)= Y Kr(A)@A1K'"1A) 


pP+qg—=n 
(KE AK) = 3 Kf) © K(f) 
. pour Aca, f: À —B. 
> Lemme. — St K et K’ sont acycliques sur les modèles, 


| (K @ ,K’)* est acyclique sur les modèles. 


Démonstration. — (Cf. (9.3)). Soient Uk, nx, Ux’, n’, les trans- 


* formations naturelles définissant Pacyclicité de K* et K’* 
_ sur les modèles (cf. (5. 4) a*). On mettra un indice @ à toutes 
les transformations naturelles définies à partir de (K@ K’)*. 


On pose 
UE (x @y) = (Usa) 8 y + (—1)Pexynxx ® Udy 


- pour ze K?(A), ye K'(A), xx (resp yx y) étant égal à 0 si p 
(resp q) est #0. 


Alors 
dguUg + Ugt' dg = id. pour n> 0. 


+ et Uldy = id — ExY)K © Ex’. 


- On remarque que si ze KA), ye K'O(A), exnxr@exyn'y 
est un cocycle de (K@,K’)®. On pose alors 


TAS 


Neg(t® y) = (ExnxT ® exyny) 


(ou la barre désigne la classe de cohomologie) et on a 


À 
2 


ae 


Ugdg = id — Egg 


Comme il est bien clair que US et ng sont des transforma- 


tions naturelles, le lemme est démontré. 


Corozzaire. — HAK@AK’) = H°K*®, H°K™ sur les 
modèles. 
En effet, l’isomorphisme est donné par (nr ®nx)ee, de 
28 


La date Nk 
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la gauche vers la droite, et par nQ°(x®ex:) de la droite 
vers la gauche. 
14. 2. Soient K”* un foncteur contravariant & — dG",, et 
D: (K®,K’)*—+K”* est une transformation naturelle. 
Notons 1* l’application naturelle 
H*(K*) @ à H*(K”) > H*(K® AK”). 
Soient L*, L”, L”* trois foncteurs contravariants & — dG, et 
WY: (L@, L’)* + L™ une transformation naturelle. 
On suppose que 
(i) L*, L, L”* sont acycliques sur les modèles. 
(ii) K*, K™, K” sont représentables, 
(iii) Il existe des transformations naturelles T, T’; T” 
définies sur M 
T : H°L* — H°K*, T’: H°L” > H°K”, 
fs EPL*” PEN H°K*”. 


(iv) Le diagramme (défini sur M*) 
HL ® , HL’ ~2*, HK @ alti 


(1, ® ave |e = ° (ex @ &) 
H(L® ,L’)* H{K @ ne 
Ho(y)| ju) 
à! js 


0 0 EK) 
est commutatif. 
D’après (i), (ni), (it) il existe des applications 


a: LYS" 
u' : H0 Kes 
nes Kr 


qui induisent T (resp T’, resp T”) sur H° restreint à M, et 
qui sont uniques à une homotopie naturelle près (cf 6. 1) 


THÉORÈME. — Si les foncteurs K*, K'*, K"*, L*, L'* L™* 
vérifient les conditions (i), (ii), (iii), (iv), le diagramins 
H*L* ®,H*L”™ H*(p) ® H*(u’) 1s heal 5 ® XK" 
i* o H*(y)| | + H*(®) 
HP(15"?) H*(K”*) 


H*(z") 
est commutatif. 


—— 
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Démonstration. — Le diagramme 
H*L* @ ,H*L” HX{u) © H*(u’) H*K* @ , H*K"* 
ix| i* 
He Te ee Koy KY 


est commutatif. Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de 
démontrer que le diagramme 


H*(L@, Lt #®*). HK @ 4 K’)* 
H*(4)| [*(@) 
HE") HK"? 


H(p") 
commute. Considérons alors les deux transformations naturelles 
DP o(u@u’) et w” ob: (L@, L’)* > K™. 
Sur les modèles, 
H4® » (4. ® u°)) = H'(0) » H'{u.® yw’) = HD) Ho (po p’) 
= H(®) o Ho (ex @ Ex!) o(T @ T’) on, ® mr) 
= T'H(p) = H(u”) o Hib) = H(u"04) 


d’après la définition de p, »’, um” sur M (cf. 6. 1), et (iv). 


Donc H(®c{(u@u’)) = H{u”°4). Comme d’après le lemme, 
(L@, L’)* est acyclique, le théorème 6. 1* montre que 
Do(u@u’) et w”ob sont naturellement homotopes. 

C.Q.F.D. 


14. 3. On reprend les notations du § 13. 
Le cup-produit L*®L*— L* est compatible avec les 
filtrations, et définit par conséquent une structure d’algèbre 


- sur E,; pour cette algèbre la différentielle d, est une anti- 


dérivation pour le degré total. En particulier on a une trans- 


formation naturelle de dGz-foncteurs 


Y:E*(@ EW — Eft 
où la différentielle du membre de gauche est donnée par 


d(x® y) = day + (—1)?t1 7®@ dy 


. pour LE E,?4 


oe 


on a aussi une transformation naturelle de Gz-foncteurs définie 
sur FMW: 
EL OEIL" > E,"1+1L* 
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qui induit par conséquent un cup-produit 
® : Hom*(K,, G1) ® Hom*(K,, G7) — Hom*(K,, G*t*). 
Appliquons le théoréme 14. 2. 


a 


Tutorime. — L’équivalence naturelle entre E,”?L" et 
H°Hom* (K, G?) est compatible avec les structures multipli- k 
catives, à condition de définir le produit de x e H’ Hom* (K,, G!) 
par yeH° Hom* (K,, G") comme étant égal à (— 1)?!au yow w 
u désigne le cup-produit défini par %. 

Le signe (— 1)?" provient du fait que si p’ désigne la trans- 
formation naturelle: Hom*(K,, G) > Ef’, w@uf n'est pas « 
une transformation naturelle de dGz-foncteurs. Par contre si 
on désigne par 7 l’application x@y — (— 1)?! x@y pour. 
xe EPIL*(n), yeE?#%L*{(x), on voit immédiatement que 
zu@u est une transformation naturelle de dGz-foncteurs. — 
Enfin les conditions (i), (ii), (iu), (iv) sont vérifiées : en parti- 
culier (iv) est une évidence : la colonne de gauche est exacte-— 
ment égale à la colonne de droite, T, T’, T” sont les transfor- 
mations naturelles identités. 


14.4, Passons au cas relatif, en nous bornant au cas de la | 
catégorie (F)3 notons par abus de notation, L* le foncteur 
(Fs)y > dÿz défini par L*((x, 7’), (rx”, x”)) = L*(x) et par 
L*(0, D’, D”, D”) = L*(®) (x ete...¢%, ® etc. sont les mor-— 
phismes de 9). 

Soit de même Hom* (K,, G?) le foncteur (Fs)y —> dGz le 
foncteur défini comme L ci-dessus. 

Le cup-produit est cette fois-ci un accouplement 


L* 9 (L§)y > (Li)y | 
(resp. Hom (K*, G) > Hom (Kg (G5)") 
= Hom* ((K,s)y, (G3)4**)).. 


le théorème 14.2 (compte-tenu du signe ((— 1)”*) donne 
encore la structure multiplicative de A*(B, B'; H*(F, F”; G)) 
compatible avec son identification au terme E, de la suite” 
spectrale : le produit est égal au signe (— 1)’ près au cup- 
produit. | 


CHAPITRE IV 


L’OBSTRUCTION A LA CONSTRUCTION 
D’UNE SECTION D’UN FIBRE 


15.— Le système local de Phomotopie de la fibre. 


15. 1. Soit x = (E, p, B) un fibré, une section du fibré est 


- une application g:B—E telle que pog= identité. Une 


section sur le n-squelette B", est une application g: B" > E 
telle que p + g = identité. Si g, et g, sont deux sections : B > E 
- (resp B*—> E) on dit qu’elles sont homotopes s’il existe une 
homotopie k: I X BE (resp I X BE) telle que 


ko & = go; koe, = g;: 


et telle que pok(a, x) =x pour «el,xveB (resp xeB'); 
si g9|B’ = g,|B’ où B'cB (resp B’c B"), on demande de plus 


que k soit stationnaire sur B’. 


15.2. Dans le chapitre 111, on a vu que l’homologie et la 
cohomologie de la fibre déterminait un système local sur B. 
En perfectionnant légèrement le raisonnement du $ 12, on 
démontrera que les groupes d’homotopie de la fibre forment un 
système local classique sur B. 

- Soit (E, p, A[1]) un fibré, et g une section de ce fibré. Dési- 

gnons par F, et F, les fibres au-dessus des sommets 0 et 1 
par S (g(8)) l’ensemble simplicial engendré par g(5!). 

a. Soit w: I X (Fou S(gèt))  E l’application définie par 

w(a, 2) =a (ae I, xe F,). 

(a, gg) = gw,(a, 961) (ae I, ¢ opérateur simplicial ©, : 
1x A[1] — Af1] est Phomotopie de 1. 4). 
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Il existe une homotopie k qui prolonge y, telle que 
koe, = identité et que le diagramme 
k 


Ix E E | 
id.  p | \e ! 
I x A[1]—— Af1] | 


commute (cf. 2. 3). 
ke, est une application E — F, telle que 
g(5') > k(sdèt, got) = p(sdèt, go!) = gory (sod,54, à!) = spgo(0). 


En particulier, 
koeo|F,: (Fi, 8(1)) — (Fo, 8(0)). 
Proposition 1. — Si k et x sont deux homotopies prolongeant — 
u et l’identité au-dessous de w1, ko eo|F, ~ xo €9|F, rel g(1). « 
Démonstration. — D’après la proposition 2. 5, il existe une © 
homotopie 


h:IXE—E h: kot ~ x0 & rel FuS (gt). | 
Donc | 
h(a, g(dos!)) = h(a, do gd!) = ke eo(gdo got | 
= k(çdèt, edge) = pgw(dè, dost) = og(d,o*) = pg(0) © 


pour «eI, & opérateur simplicial. | 
Autrement dit: h:I x g (1) > g(0) C.Q.F.D. 


CoROLLAIRE. — Pour tout 
n > 0, m(k &o|F,) : (Fi, 8(1)) > (Fo, g(0)) 
est un homomorphisme qui ne dépend que de la section g. 
b. Soit maintenant p’: I x (F, u S(gèt) > E l'application — 
définie comme x, en remplaçant F, par F,, et w, par wi (cf. 1. 4). | 
On peut prolonger ’ et id par une homotopie k’: IX E>E | 
au-dessus de wi, et | 
Kio e|Fo: (Fo; 8(0)) > (Fi, 8(1)). | 
Si x’ est une autre homotopie, prolongeant «’ et id au-dessus 
de wi, k’oe,|Fy ~ x’ oe, |Fy rel g(0). 


¢ { 
PROPOSITION 2. — mfkoeo|F,) et =, (k'oe|F;) sont deux ! 
isomorphismes réciproques. | 
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re — Soit K: Ix FF, l'application 
- par K(a, x) = (0, k’ (a, x) (ae I,2eF,)). K est une per 

définie telle awe Koe, = id; Koë = (koe |F,) ok’ o¢,|Fo, 
K(a, g (0)) = g(0) (ne I). Donc a ic E9|F,) o,(k’ o€,|Fy) = iden- 
tité. 


Méme démonstration en sens inverse. 


15. 3. Définition du systéme local attaché & une section sur 
le 1-squelette. 

Soient (E, p, B) un fibré, et g:B!—+E une section sur 
le 1-squelette. 

Si be By, on pose F = x, (F;, gb), où F, désigne la fibre 
au-dessus de b. 

Soit p € B,. Le fibré 6*E — Af1] induit par 5 possède une 
section 5*g définie par 6*g (ge!) = (où, (go5)s01) pour tout 
_ opérateur simplicial ¢. Soit Q l’application canonique 6* > E. 

Désignons par F, la fibre au-dessus de e du fibré 6*E — A[1], 
et par F,,, la fibre au-dessus de dep - E > B (e = 0.0u 1). 

Enfin soit 1: (F4, g(dop)) — (Fi, 6*g(4)) application définie 
par tæ— (1, x) pour ze F,,.7,{(1) est un isomorphisme car 
t est un isomorphisme complexes de Kan avec points bases; 
de même Q|Fy: (Fo, 6*g(0)) > (Fae, g(dip)) est RE ites 
qui induit un isomorphisme en homotopie. 

Soit alors k l’homotopie de 15. 2. associée à la section 6*g. 

On pose 3"(p) = 7, (Q|F) o (ko e9[F) om, (à) : Kiyo > Fa. 

D’après 15. 2 = proposition 2, 3"(e) est un isomorphisme. 

Pour démontrer que 3” est un système local (classique) sur 
B, il faut montrer 

(i) : (sd) = identité si beB,. 

(ii) (do) = F"(dyc) o F(dc)sis e By. 


Remarque. — On peut considérer 1 comme une application 
Fy, > Ê*E et poser j = Qokoe: PE > Fay; 
jot: (Fac, g(dop)) > (Farglde)) 
induit alors 7%, (Jet) = #"(p). 
45. 4. Démonstration de (i). — Puisque p = sb, dyp = do = b. 
Dans ces conditions, Qoek est une homotopie I X PE > F, 
en effet, si P est la projection canonique f*E — A[1], 


oQok = 6ePok, 


| 


: 
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et 6 applique A[1] sur l’ensemble simplicial engendré par le 
sommet b. Donc Qoko (id X t): I X F, > F, est une homoto- 
pie entre j oi et identité; cette homotopie est rel g (6) puisque . 


Qok (a, ig (b)) = Qek(a, do*gd!) = Qe f*g(wr(%, doè)) 
= go sb ou, (%, dydt) = g(b) 
done 7,(j°t) = id CURE 
15.5. Démonstration de (ii). — Soit os e B,. Comme 


do =Geds (i=0,1,2) 


on voit que à5*E est canoniquement isomorphe a (dE) (5*E). 
Donc, vu la définition du système local, il suffit de démontrer 
(ii) lorsque B = Af2]. | 
Notons 1, m deux entiers de l’ensemble {0, 1, 2}, [<< m, 
et soit n le troisième élément de {0, 1, 2}. 

On note: 

— F, la fibre au-dessus de d,d,0?. 

— (E, » Pi, m A[4]) le fibré image réciproque de (E, p, A[2]) « 
par di: A[1] > A[2], 

— 4m l'application canonique E,, > E, 

— Um: En + Em Jim: E,m—>F, les applications notées — 
t et 7 dans 15.3, 

— k,, Vhomotopie qui sert à construire J,» 

— Wim l'application qui sert à construire k, ,,, | 

— S(g(d>), g(dè)) l’ensemble simplicial engendré par 
g(d,o") et g(d,d2), | 

— y l'application: IX (FuS (g(dè), g(dè)) > E définie 
par : 

(at) "a sl zeFy, ael 
(a, pgdè) = gw(a, pdè?) 

(ae I; i = 1, 2; 9 opérateur simplicial). | 

Il existe une homotopie k: I x E + E qui prolonge p et 
l'identité au-dessus de w,; koe, est une application E —> F, 
que l’on notera J. 

Considérons alors l’application: _ 


Kye XxX Ey, > A{4])x.E 


définie par (we (id X po,1)) X (ko(id X q,1)) c’est une appli- 
cation I x E,, + Eo,1 qui prolonge id et u,, au-dessus de w,. 
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On peut donc prendre ky, au lieu de ky, pour définir 7,1, 
» et par conséquent Jo,; = Qo,1 X'o,1 €o = Xe (1d X 0,1) © Eo =I © ose 
On a donc 
k Jor = J ° Ga 
et de même 
Jo2 = Jo Go 


considérons alors l’application 


Jo greek, co (id x lia): I x F, —> F). 
Ona 
Jogeekys° o(id X tye) & = Jo © ty, 
=Jo © Go ° lon © J1,9° tae = (Jor ° Lo) ° (1,2 ° t1,2) 


- et 


Jo Ga ° Kio © (id X be) oe =Jogisetis =I © a tos = Jo,2 ° to2- 
- Enfin puisque k,, est une homotopie rel points bases, et 
que 
J(g(dod0?)) = k(0, gdodyo) = gw:(0, dod,o®) = g(ddè?), 
VPhomotopie I X F, — F, est rel points bases. On a donc 
ls 5 let y ate F"(dy0?) ie. Fe?) 
mot tor) Rial) = cs. M4 
(Jo,1 ° %,1) © Tn(J1,2 ° 44,2) Taljos © toa) = F"[(d, 52). 
C.Q.F.D. 


REMARQUE. — On désignera par le même symbole 3” le 
système local classique déterminé ci-dessus et le système local 
contravariant sur la catégorie Ms. 


15. 6. Le système local de l’homotopie d’un complexe de Kan. 

Si X est un complexe de Kan, la projection p: 1 X X I 
fait de (I x X, p, I) un fibré. 

Soit xe X, un 1-simplexe; on considère la section 
g: 12 IX X définie par gé! = (Ô!, x). Si on applique les 
résultats de (15, 2, 3, 4, 5) on voit que x définit un isomorphisme 
AUX, dot) —> r(X, dy, x) tel que sic e Xg, des o dys = dye. 

La correspondance : 

X, ex > ,(X, x) 


X,exr2—->2 


est donc un système local (classique). 
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16. — L’obstruction c"+‘(g)(n > 1). 


16. 1. Soient (E, p, B) un fibré, et g: BE une section 


sur le n-squelette. Soit ze B,,,, x & B". On considère le dia- 
gramme commutatif : 


(Ix Ong.) U(x A[n + 4]) +E 
inj 
Ix Â[n +1] 
où f est l’application définie par 
f (a, O41) = gt (wel, & = d, vas dat 12) 
f(1, B) = g°a(8) (BeAfn + 1)). 


D’après 2. 3. il existe une application k:1 X A[n+ 1] +E 
qui prolonge f au-dessus de o,4,. ko & est donc une appli- 
cation 


~ 
TO On+4 


(A[n + 1], On4:) (Fa g(to)) 


la classe d’homotopie de cette application (cf. 4.5) est un 
élément de 7,(F,,), g(%) que l’on désigne par c"*'(g) (x). ; 


Proposition. — c"t' (g) (x) est indépendant du choix de | 
Vhomotopie k qui prolonge f au-dessus de & o w,44. 


Démonstration. — Soit x une autre homotopie. D’après 2.5. 
il existe une homotopie h: ket — koes rel0,41. €.Q.F.D. 
L'application x — c"+(g) (x) définie pour ze B,,, non dégé- 
néré est donc une (n + 1)-cochaîne de | | 

Hom "+" (C,s, ¥") (B, id) 
où 3” est le système local défini par la section g|B1 (cf. 10. 2). 


16. 2. Proposition. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que g soit prolongeable à B"+' est que c*+' (g) = 0. 

Démonstration. 

a. La condition est nécessaire en effet, si g est défini sur 
B"+", on peut dans le diagramme de 16. 1 remplacer A[n + 1] 
par A[n + 4]. On obtient une application koe): A[n + 1] >F,, 
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dont la restriction à A[n + 1] est un représentant de c"+'(g)x 
5 (x = B, +). 
On applique alors 4. 7. 


b. La condition est suffisante. — Soit xeB,,,. Puisque 
e"**(g) (x) = 0, application koe, de 16.1. est. prolongeable 
à A[n+ 1] d’après 4.7. On considère alors le diagramme 
commutatif : 

(LX Afas 1) u (0 x dfn tij— ok 


. 


inj P 
I x A [n+ 4] 
où f” est l’application définie par 
f'{a, 8) = Ma, 8) (2e 1, Be A[n +1) 
F0, B) = ke e(B) (Be A[n + 1]). 
D’après 2.3, il existe une homotopie K: I x A[În+1]—E 
qui prolonge f’ au-dessus de Zo w,44. 
On pose g’a = Ko¢,0"+', g'sq,... S,8 = Sa, + + Say BL 
g’ est un prolongement de g puisque pouri=0, .... n+1ona: 
djg'x = dK o )o"t! = (Ke e,)d,o"t* = (ko &)d,0"+" 
= gogdo"t! = gx. 


—eeeEeEeEe 
LA 
TOUn+y 


Remarque. — Il résulte de la démonstration précédente 
que si g est connue sur un sous-ensemble simplicial B’ c B, 


c"+'(g) e Hom"*' (C's), 3") (B, B’) 


où l’on a écrit (B, B’) au lieu de ((B, id), (B’, i)) où ¢ est l’injec- 
tion 1: B’ > B. © 


16. 3. Proposition. — c+! (g) est un cocycle (n > 1). 


Démonstration. ; 

a. Soient x¢B,4,, x non dégénéré, Q: @*E — E l’applica- 
tion canonique, “*g: A[n + 1] > @*E la section définie par 
D dg (d,o"t*) = (do, go d,o"+). 

Il existe une homotopie k: I x &E — 2*E stationnaire sur 
0,41, qui prolonge l’identité au-dessus de w,4,. 

Il est clair sur les définitions que: 


Qo (koe) oa*g: (A[n + 1], sys) > (Fu, 8(t0)) 


est un représentant de c"*1(g) (x). 
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tonne ae 


b. Soit alors yeB,42, y non dégénéré. On a (cf. 10. 2) 


n +2 


(So*#*(g)) (y) = Fe) c°#(8) (doy) + 2 (— 1)'c"+"(8) di(y) 


où p désigne le 1- -simplexe Feat shy) 

— soient 1 € i et 7 les applications définies dans 15. 3, 

— J'H: dy" dQyE > F l'application Q°(kce,) définie dans 
a avec «= dy, 

— itt: Fy, — doy dy E application « — (0,43, 2), 

— À: PE -> iE linjection canonique, 

— uw: dy*E > ÿ'E l'injection canonique. 

Le diagramme commutatif 


(Ix A(B'E)) u (1 x SE) — ÿ'E 
inj \p 
ex JE ax Plows Aln + 2] 


où f est l’application définie par 
f(x) =x (rey"E) | 
f(a, Ax) = Ah (a,x) (wep*E, ael, h: 1x PE >G6*E est” 


l’homotopie qui sert à construire /) | 
montre qu’il existe une homotopie K : I x ÿ“E —ÿ*E qui 
prolonge f au-dessus de (id X P) 0,2. | 
Soit Q"+2 l'application canonique y"E > E; 
Il résulte de ce qui précède et de a que | 
HER Ke eye k= 7. | 
(u) Q"t2o Kogoy*go o de" t2|A[n + 1] est un représentant — 
de c"t'(g) (dy) pour à > 0. 


Mais on a aussi: 


(ii) Q"+?oK ogo Hg odyo't*|A[n + 1] est un représentant, 
de 4p) c'+"(8) (doy). | 


En effet, le diagramme : 


dy'E Typ LP à sata Fée 


i 
in + if | 
i 


Wis eee a 


i 


est commutatif. 
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On considère alors l’homotopie 


H = Q’t*o Kogyo oko (id x doy*g) I x A[n + +) Far. 
Ona 


Hoe, = Q't¥o Ko eyo wo dog = Q't?o Ko ep 0 ÿ'g o dye"? 
Hoe = Q*t?oKogono "+o J*+ oduy*g 

— Q"t?oKogoAoio JF dytg =] Lo sack ° dy*2 
de plus H est stationnaire sur 0,,, car cela est vrai pour k 
(ii) est done bien vérifié puisque 7 oi induit |%"(o) et J"+'o hy g 
est un représentant de c"+(g) (dy) d’après a. 

c. Soit alors ® : A[n + 2] (F4, g(dp)) l'application 
D Qo Ko eg 


on a @(d, ... dis 0?) = syg(dip) puisque jg(e) = s08(6). 
On peut donc appliquer la proposition 4. 6. à ®. Compte tenu 
de (ii) et (iii), 4. 6. implique dc"+1(g) (y) = 0. 


C.Q.F.D. 


16. 4. Soit f: À —B une application. On définit une sec- 
tion f*g: A" > f*E du fibré induit par f en posant 


f*g (x) = (x, gfx) pour tout xe A”. 
Désignons par f"#1 l’application Hom"* (C,s, 3) (f, f, id). 


Proposition. — ct (f*g) = f*t1c"t1(g). 
C’est évident sur les définitions (en utilisant par exemple 
16.3 pour définir l’obstruction). 


17. — La cochaîne différence. 


On peut donner une définition directe de la cochaîne diffé- 
rence (cf. 17. 11). Les propositions 17. 7 (dont la démonstra- 
tion serait alors analogue à celle de 16.3. — tout en étant 
beaucoup plus possible —) et 18.4. montrent cependant 
qu’on a intérêt à donner une définition qui mette en évidence 
les relations existantes entre la cochaîne différence et le cocycle 
obstruction (cf. Steenrod [18]). | 
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| 

17.1. Notations. — Soient gy et g, deux sections sur le n-sque- | 
lette B" du fibré (E, p, B) et k une homotopie go|B"* ~ g,|B" 
(cf. 15. 1). On considère le diagramme commutatif : | 


(I x B'-1)u (0 x B”) E | 
i Le 


Ix B B 


où la flèche du haut représente l’application égale à k sur, 
I x B'-1 à g, sur 0 X B" et la flèche du bas le composé de la 
projection I x B" > B’ et de l’injection B" > B. ¢ 

D’après 2.3. il existe une application x: I X BE qu 
prolonge k et go. 

(I x E, id x p, I X B) est un fibré que l’on muni d’une : 
section k sur le n-squelette (I x B)" en posant | 
h(a, b) — (a, x(a, b)) pour (a, b)e(I x B)"— sidèt x B" 
h(a, b) = (a, gb) pour (a, b) e std,o1 + B". 

On prolonge h à un sous-ensemble de (I X B)"** en posant 


h(a, b) = (a, x(a, b)) pour (a, b) = (s, ... 8... 8901, sb’) 
b'eB,, i> 0. 


On désigne par | 
% le système local sur I X B défini par le n-iéme groupe 
d’homotopie de la fibre et la section h|(I X B}!, et aussi par F » 
le système local (contravariant) induit sur la catégorie Mis » 
(cf. 10. 3). | | 
V* la transformation naturelle Hom* (Vis, 4%): Hom* 

(Lx, 8, 3) — Hom* (Ky, By F) (cf. 9. 9 et 9. 10). 
f* la transformation naturelle Hom* (fir #) (cf. 9.9. et 
9340:); 
F,(e = 0 ou 1) le système local sur B défini par le n-ième : 
groupe d’homotopie de la fibre et la section g,|B!. 


17.2. Explicitation de 3. — Les fibres de 
(I x E, id x p, 1x B) 
sont du type dt x F, (we Bo, e = 0 ou 1). Les points bases 
de ces fibres sont h(d,!, x) = (d,61, g,_,2). 
(dt X F,, h(dÈt, )) est canoniquement isomorphe à 


t,(F',, 8-2). Pour rappeler que la fibre est do! x F, on écrira 
md X F,, h(d,0', x)) = (d,6', t,(F,, gi?) et, comme dans 
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5. 1 d, on introduira les isomorphismes i(d,o"), j(d, à) qui 
- constituent à écrire ou effacer dt, Pour simplifier on écrira 
comme d’habitude e à la place de d,_,1. 

Soit alors pe B,, x e Bo. En utilisant 15. 3 on voit que 

(1) F(soe, p) = 1(e)F.(p)7(e), 

(ii) F0, sox) = i(0) (8, sox) j(1), 
où k(é?, sox) : mA (F, gt) > 7,(F,, gox) est l’isomorphisme induit 
par le 1-simplexe k (61, sx) ¢ F, (cf. 15. 6.) (on rappelle que 

k(6t, sox) e F, car pk(d!, sox) = sox d’après 15. 1. 

En appliquant 15. 3. (ii) à ¢ = (s96!, sp) et à o = (8,64, sp) 
on voit qe 

(iti) 30, p) = H(550, p) » F(3,, sde) = FD, sde)» F(so1, 6) 
les forraules, é ), (ui) et (in) explicitent complètement J en fonc- 
tion de &, et k. 


17.3. L’équivalence naturelle t: % —% associée à une 
homotopie g|B: ~ g,|B?. 

Soient (M, u) e Sz un modèle (u: MB, M e M), et u l’homo- 
- topie &|B! ~ g|[B!. On considère l’isomorphisme 
7:5,(M, u) (M, wu) 


- défini par y— m0, u(0))y où 0 désigne le zéro-ième sommet 
de M 

17.2. (ii) montre que 7 est une transformation naturelle. 
Dans la suite on prendra & = k|I x Bt. 


17. 4. Les transformations naturelles Ye(e = 0 ou 1) (n > 1). 

Soit Z le système local constant sur I (ou M) de module 
l’anneau Z des entiers rationnels. On obtient un système local 
Z®F, sur IX B (ou Wy) en posant pour tout æeB,, 
(a, p)el X By, e,e’ = 0 ou 1: 

(Z® He), à = 28 2 (De) XS (Fe)a 
(Z @ %e) (4, p) = id @ F,(¢). 

On considére alors les homomorphismes 
| | de 5 (Z ® Fe) Po aa Fy 2 
définis par Vo = F(a, sox)i(0) 
di = F*(B, sox)i(1) 
où « Ge 8) est l’unique 1-simplexe de I tel que aya ==.0, 


da =e’ (resp dB =e’, dB = 4). 
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D’après 17. 2. (i), (ii), (iii), 4. est une transformation natu- 
relle Z®F, —> de fonctions contravariantes dont la source 
est Ma, B- 

D’après 7. 7 4, induit une transformation naturelle. 

(4) Hom* (Ki, ZSF) — Hom* (Kis, Ÿ) 


Comme d’autre part on a une transformation naturelle 


nee 


2) Hom* (Cy, Z)@ Hom* (Cp, %,) —  Hom*(Kis, Z ® %)(1)e 


On en déduit par composition de (1) et (2) une transforma- « 


tion naturelle de foncteurs de source J; 8 : 
Ve: Hom* (Cr, Z) @ Hom* (C9) —> Hom* (Ky, ) 
17.5. L’isomorphisme X* (n > 1). 
Soit u: (I, B) — (I, B) Pinjection canonique dans 1, 3. Pour 
chaque p= 0,1,... on définit un isomorphisme 
X: Ker Hom?*1 (Ky 3, %) (u) > Hom? (Cz, Fo) (B, id) 
de la façon suivante : 


Ker Hom?#(Ki, 5, #) (u) = I Hom (@ x, F(A[1], A[n], à, &)) | 


æ non dégénéré 
et Hom? (Cs, #0) (B, id) = [] Hom(x, %(A[n], &)). 
zeB 
x non dégénéré 


Si ¢ e Ker Hom?* (Ki, », #) (u) on pose, pour tout zeB,, 
x non dégénéré, 


(y) (x) = (— 1} 7(0) se 2). 
Lemme. — XPH 0 = 62°. 


Démonstration. — Soit p = dz, ... d,412 avecæeB,,;,x non 
dégénéré, alors (cf. 10. 2) : 


(54) (2) = 2 (— 4) (PQ) (de) + Sole) (09) (der) 


—— 


= 3 (1) j(0)9(8 © da) + (—1)°94(9) (AO) 9(8'@ duz)) | 


(*) Un objet de Yj, , est un couple formé d’un objet de ¥, et d’un objet de ¥,. Le 
foncteur de gauche associe à (X, Y) (Xe, YES,) le complexe Hom*(C,, Z) 
(X) @ z Hom* (Cy, Fe) (Y), à un morphisme de Y,, , le produit tensoriel des morphismes 
dans dG7 correspondant aux morphismes dans 4, et 4. 

Enfin la transformation naturelle (2) est bien évidente: avec des notations évi- 
dentes, + @ +’ elle fait correspondre la cochaîne x @ y — (x) @ p'(y). 
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et 


(89) (8g 2) = ie: ogy POS dix) — (5,0, p) ¢(8@ dot) 
d’où 
(HE) (x) = — ¥ (—1) + 7(0) 9(8' ® da) 
i>o 
— (— 1H 7(0) F(s, 0, p) 9(8@ dx) 
ce qui démontre le lemme compte tenu de 17. 2 (i). 
17. 6. Définition de la cochaîne différence. — Soit 
¢. € Hom’ (Cr, Z) (I, id) 
la o-cochaîne définie par 9,(e) = 1 ¢,(1 — e) = 0 (e = 0, 1). 
CT (80; 8 A) = VC (R) — Ypo © C4 (g0)) — Pr (pr © c™(g,)) 


est une (n + 1)-cochaîne de Ker Hom"*'(Ki »-#) (u) en effet, si 
zeB,,,, x non dégénéré, 


Vtt (h) (WA @ x) = c"+'(k) (VA @ 2)) 
Lo 6 st dot, x) = (dèt, c+'(g0) (x)) 


(la dernière égalité résulte du fait que les faces de (s?+'d,61, x) 
sont (s*d01, d;x) sur lesquelles h = id X gp) 


WF (90 ® CT (80)) (do! © a) = Lo(1 B c**( go) (x) = (h0!, 0” (go) x) 
to, @c"t'(g,)) (40 ® x) = 0, 


donc c"**(g, g; h) (d,61@z) = 0. De même 
CT (go, 213 À) (dod! @ x) = 0. 


DÉFINITION. — On appelle cochaîne différence la n-cochaine 


de Hom" (Cs, %)(B, id) définie par (n > 1) 
A" Bo, 815 h) = (IVe (go, 815 hh). 
17. 7. Proposition. —6d"( go, g3h) =c"*'(g9)—te""(g,)(n>1). 


Démonstration. — V*, À*, i, Yi commutent avec 4, et 
e"t+(h), c"+'(g), c*+*(g,) sont des cocyles, donc: 


8d"(g0, 81; 2) = (— 1)" A (— bo (80 DC (80)) — fa 0G Be" (1) 


si x € a x non dégénéré, on a donc (puisque (699) (à) = — 1, 


(6¢,) (61) = 1): 


Bago, ie (2) = 0) (tbe) (0) 


Bo 
+ (Le CT da ) (@))= + *{go) (#) re" (gs) (2). 
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17.8. Proposirion. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que k soit prolongeable à 1 X B” est que d"(go, 81; h) = 0. 


Démonstration. — Il est clair sur les définitions que la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que k soit prolongeable à 
I x B" est que A soit prolongeable à I X B"<(I xX B)**. 


a 


Soit » Vinjection I x B*+Ix B. On rappelle (cf. [2]) « 


que V(s@z) = X(— 1) (s, ... 8... 5991, sx) (xeB,, x non 
dégénéré) et que 
É (se 8 1 es $51, 8,2) = Osi i460, H@x si i = 0. 


Comme c'+1{h)(s, ... 8; ... So, sx) = 0 si 1<0 d’après 


16.2: et 17.4, et que "fr 4H (og oct (g,)) = 0 © 


(puisque +, est une zéro cochaine), on en déduit que 
pt pr A) dP (en, Bj À) = (A) OH oh (h). 
Donc si d'(g 21:3) = 0, s"H1c'H(h) = 0 ce qui entraîne 
d’après 16. 2. et 16.4. que A est prolongeable à I x B". Réci- 
proquement si #"#1 c"+1(h) = 0, (A") 1 d"( go, 213) e Kers”#1frH1, 


Or si 9 e Ker "+1 f"t1, c(è1@x) = 0 pour ze B,, x non dégé- © 
néré. Donc (X")-1 d" (go, 91; 2) est nulle car cette cochaine est — 
nulle sur do! ®a pour xeB,,:1, x non dégénéré et sur à1@x, « 


æeB,, x non dégénéré. 
REMARQUE. — Il résulte de la démonstration, que si k est 
connue sur un sous-ensemble simplicial B’ c B, 
A"(8o, 813 h) € Hom" (Cu) Fo) (B, B’). 


17.9. Proposition. — Si g, et g, sont deux sections sur le 
n-squelette homotopes rel B°, on a c"*'(g,) = c"+'(g,). 


Démonstration. — Soit x: I + B"-> E l’homotopie donnée, 
et soit h: (I x B}' I X E la section construite à l’aide de x 
comme dans 17.1. D’après 17.8 on a d” (g,, g; h) = 0, donc 


d’après 17.7. c'+'(g) = tc"+'(g,). Mais x étant une homo- — 


topie rel B’, + est l'identité. C.Q.F.D.. 


17. 10. Proposition. — d'(g,, g; h) ne dépend que de 
2g) | Bia <> 2,1BAT. 


Démonstration. — Soit x’ une autre homotopie prolongeant k, _ 


et h’ la section correspondante. 
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D’après 2. 5, il existe une application K: 1 x I x BE 
telle que : 


K(a, 0, x) = x(a, x) «ael,xeB' 
K(a, 1, x) = x'(a, x), «ael,xeB" 
Ka, By = Kay) a, Be Lye BI 
PKG, 8, a) 7, a, Bel, xe B" 


on définit alors une application H: I x I x BI x E en 
posant 
H(a, 8, x) = a, K(a, 8, x) pour Be I, 
(a, 2) e(I x B)"—s,d,6' x B' 
H(a, 8,2) =a, gi(x) pour fel, (a, z)esjd,6' x B" 
H est une homotopie (par rapport à la deuxième variable) : 
h~h’ rel I x B'-—*. 
Donc, pour n> 4, c*t'(h) = c*t' (h’) d’après 17. 9. 
C.Q.F.D. 
REMARQUE. — Puisque d'(g, g,;) ne dépend que de k, 
on écrira désormais d"(g,, 8,; k) au lieu de d" (gy, g:; h). 
LAUL Le caso g1B"1— 0,]B"1 
Si k est l’homotopie I x B°-1 + E donnée par 
Ka, 2) = go(z) = mx) pour ael,zeB'"+, 


on pose d” (go, &) = d” (go, 81; k). 


Soit G,: ÀÂ[n + 1] E lapplication définie par 
G,dyo"t1 = (go 0 Zo” 
G,d,6"+4 = (21 ° &)d" | 
G,d"t! = (go &)sodj10" pour io a 
(xeB,, x non dégénéré, g = g|B"1 = g,|B"-*). 
Le diagramme commutatif 
(I x 0,41) u (1 X Afn + 4]) 


inj 


>E 


a P 
Ix A[n+ 4] kB 
où la flèche supérieure désigne l’application égale a G, 
sur 41x A[n+4] et à g(dq... dx) sur Ix O44 
permet d’appliquer 2.3: on obtient une homotopie D: 
Tx A[n +4) > E et Doc: (Afn + 1], 0,41) > (Fay 8(%o)) 
POU t= d ... d,v. 
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On voit facilement que la classe d’homotopie de Do, est 
égale à d(go, g,) (x). En particulier cette classe est indépéndante 
de l’homotopie D qui prolonge G,. Il revient au même de 
définir d(go, g) de la manière suivante: (cf. 16.3 a). Soit 
&*G l'application A[n + 1] > a*E définie par: 

EG (dy2"+") = a g0(3") = (2", g0(2)) 
EG (d,o"+") = Fgy(0"*") = (2", g(x) 
et pour 7 >1 
&*G(djo"+"') = a g(sodj_.0") = sody 10", Sp gdj_ 4a. 

Soit D une homotopie: I x 2"E — 2*E stationnaire sur O,, 
qui prolonge l’identité au-dessus de w,. Alors d(g, &) (x) est 
la classe d’homotopie de QoDoe, 0 &*G où Q est l’application 
canonique &'E — E. 


17.12. Proposition. — Soient 29, 21, g2 trois sections sur 
B” qui coincident sur B"—*'. On a: 


d(go; 82) =A(go, 8) + d(g1, 82) (n> 1). 


Démonstration. — Soit G,, l'application 2*G fabriquée avec © 


les sections g, et gp. Soit G:Â[n+2]—E l'application 
définie par 


G(d,d,6" +?) ae Goo(d,0"*+") i= 0, JON À 

G(d,dy8"+*) = Go, (d,o"+") i—0,...,n+1 

G(ddd"+?) = Gia(dè +) i=0,.!:;n+14 | 
G(d.de"+*) = sisëg(d 0") det! 0, ...,n+1, j> 02. 


on vérifie sans peine que 

G(de ... duga0 +?) = 502" g(d ... dnd") = 508(To) 
appliquons la proposition 4.5. à Qo Doe,oG: on obtient le 
résultat cherché. | 


17.13. Proposition. — Soit ¢¢Hom"(C,s, J) (B, id); il 
existe une section g, définie sur le n-squelette de B telle que 
£:|B"~' = go|B"~* et que d(go, 81) = 9. | 


: Démonstration. — Soit x e B,, x non dégénéré, a, std, sani d,x, | 


soit y une application (Â[n + 1], 0,4,) (Fay g(x)) dans la 
classe de ¢(x) ex, (F,, 8 (%))- Bisbee: iy: x 60 


ns en 
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Soit. Y = (0ix Âfn + 1])u(1 x A'[n + 1])}u(I x 0,4). 
On pose : 
 H(0, 8) = v6). Be Âfn + ‘ 
H(1, 8) = 8? “in dr Li 
(4, 8) Syd) woiBhisyon BE do" bye 0 
H(x, 0,4,) = g(a) ae I, Did, -.. Ugh: 
Le diagramme : 
Y E 
ini] a |p 
Tx Afn +1] "4B 
est commutatif donc H est prolongeable a K: I x A[n +1)-+E 
(2. 4. lemme 3). On pose alors G, = Hoe,, gi(x) = G,(d,6"*'). 
gr est une section qui coincide avec g, sur B"~' et d(g, g,) = + 


d’aprés 17. 8. 


COROLLAIRE. — Si c"+' (g,) et a sont deux cocycles cohomo- 
logues, il existe une section g, sur le n-squelette telle que (1) 
81B"—" = g,|B’~", (1) a = ct" (g,) (n > 4). 

17. 14. Soit f: A +B une application. Si g, et g, sont deux 
sections B"— E, homotopes sur B"~‘ par une homotopie k, 
f"g et f*g, sont deux sections A"—> f*E homotopes sur 
A"—* par Phomotopie, 

fk(a, a) = (a, ka, f(a)))(aeT, ae A™™). 
__ Désignons par f” l'application Hom"(C,s, 4) (f, f, id). 


+ Proposition. — d'(f"go, f&5 fk) = fd" (80, 815 À). 

C’est évident, compte-tenu de 16. 4. et du fait que toutes 
les transformations utilisées pour définir d” sont naturelles sur 
$e ou Sy, B- 


18. — Les théorèmes sur l’obstruction. 


18.1. La classe obstruction. — Soit g une section sur B” 
c’#1(g) est un cocycle On désigne par c"*t(g) la classe de 
cohomologie de c**1(g). 
-Conformément aux notations du § 15 et de 13.2 b on a 


c"#(e) e H'H (B, 9). 
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18.2. THÉORÈME. — Soit g une section sur le n-squelette 
de B. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une 
section g’ sur B" telle que g'|B"-1 = g|B"-1 et que g’ soit 
prolongeable à B"H est que c'#(g) = 0 (n > 1). 

Démonstration. — La condition est nécessaire : 

c'H(g) — cH(g") = Ôd(g, 8) 


d’après 17.7 et c'#1(g") = 0 d’après 16.2 done c'#(g) = 0. 


La condition est suffisante : si c"(g) = 0, c"#1 (g) et 0 sont deux : 


cocycles cohomologues. Donc il existe une section g’ sur B” 
telle que g’|B"-1 = g|B"-1 et c"#(g) —0 d’après 17. 10, 
donc g’ est prolongeable à B"+* d’après 16. 2. 

Remarque. — Si g est une section sur B"u B’ (B’ cB), il 
résulte de la remarque 16. 2 que c"*+1(g) e H** (B, B’; 3") et de 
la remarque 18. 7. que le théorème 18. 2. s’applique et donne 
une condition nécessaire et suffisante pour que g|B"-1 soit 
prolongeable à B"#1 u B’. 


18. 3. Classe différence. — Soient g et g, deux sections 
B — E, et k une homotopie g,|B"—! ~ g,|B"—!..Comme d’après 
16. 2 c'H(9) et c'#1(g) sont nuls, 17. 7. montre que d(g, g,;k) 
est un cocycle. On désigne par d (go, g; k) la classe de coho- 
mologie de d(g, g,; k). C’est un élément de H”"(B, %). 


18. 4. THéoRèME. — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe une homotopie k': g,|B" ~ g,|B" telle que 
k'|I x B"2 = k|I x B"-? est que d(g, g, k) = 0 (n > 2). 


La condition est nécessaire. — S'il existe une homotopie k’ 
ayant les propriétés exigées, d” (go, g,; k’) = 0 d’après 17. 8. 
Désignons par h’ la section fabriquée avec k’ de la même 
manière que h avec k. Comme k'|I x B"-? = k|I x B'-2, un 
raisonnement analogue à celui du 17.9 montre qu’il existe 
une homotopie 


H: Al(I x B}21h'](I x B)"-1 rel I x B"—2, 
Done d"( 80, 81; k) Ed d" (80, 81; k") = Le A"V"+1(c"+1(h) )— ch ) 
= dV"H8d" (h, h’; H) = 82"-1:"d" (h, h’; H) d’après 17. 7. e 
17.5. Donc d"(go, g; k) = 0. 


La condition est suffisante. — Comme V* induit un isomor- 


phisme en cohomologie cf. 9.9., ainsi que A*, d'(g, gi; k) = 0 
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entraîne que c'*1(h) = 0. D’après 18.2. il existe alors une 
section h’ sur (I x B)"# égale à A sur (I x B)*-1, donc une 
homotopie k’ : 8|B" ~ g,|B" égale à k sur I x B"2. 


REMARQUE. — Si k est une homotopie 
g|B"1u B’ ~ g,|B"-1u B’, 


on voit comme dans 18. 2. que d(go, g,; k) e H" (B, B’; %) et que 
le théoréme 18. 4. donne une condition nécessaire et suffisante 
pour que k|I X B"~? soit prolongeable à I x B'u B’. 


18.5. Le cas n= 0. 


THEOREME. — Si ro(F) = 0, toute section sur B° est prolon- 
geable à B*; réciproquement, si B, contient un 1-simplexe b 
tel que dp ~ do, et si toute section sur B® est prolongeable à 
Bi, m(F) = 0 

Démonstration. — Le théorème direct est un cas particulier 
de 16. 2. Réciproquement, soient y, et y, deux sommets de 
Fa, 2 un sommet de F,,. Il existe un 1-simplexe y et un 
1-simplexe y’ tels que dy = yy doy = 3, hy’ =y, Ay’ = 7; 
puisque (E, p, B) est fibré, il existe un 2-simplexe o de E tel 
que dys == y’, do = y, po = sx. Donc dys e Fy, est un 1-sim- 
plexe d’extrémités yy et y. 

18.6. Le cas n= 1. Si 7,(F) est commutatif, la théorie 


précédente est encore valable. Dans le cas contraire, on définit 
le « cobord »-dans Hom (C,», #) par la formule : 


(6¢) (x) = p(dax) + Fp) p(dx) — 9(d,2) 


(pour ze By, p = dt). 

Si g, et g sont deux sections sur B! qui coincident sur B®, 
on définit d'{g, g,) directement par le procédé explicite de 
17.8, et on vérifie que: 


G(p) d*(go, 81) (dox) + (81) (x) = — d'(80; 81) (422) 
+ (80) (#) + d'(80; 81) (dt), (= Be, p = dix). 


On en déduit immédiatement le: 


TutorEMe 1. — Soit g une section sur le 1-squelette de B. 
La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une section 
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g' sur B' telle que g'|B° = g|B° et que g' soit prolongeable à B? 

est que c*(g) soit un cobord. 
Soient g et g deux sections sur B et k une homotopie 

go|B° ~ g,|B°; avec les notations de 17. 1. soit gj = ko gy. 


Tutorime 2. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que k soit prolongeable à 1 X B! est que d(go, 81) = 0. 


18.7. On a donc retrouvé, pour les fibrés au sens de Kan, 
tous les théorémes classiques de la théorie des fibrés au sens 
de Serre dont la base est un C. W-complexe ([1]). Dans une 
prochaine publication, on se propose d’appliquer ces résultats 
a la décomposition de Postnikov d’un fibré et d’en déduire 
entre autres quelques théorémes énoncés sans démonstration 
dans [15], et quelques propriétés de la seconde obstruction. 
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ETUDE DU POTENTIEL CRISTALLIN DU 6° ORDRE 
DANS LES TERRES RARES 


par Yves. AYANT et Jean. ROSSET (Grenoble). 


1. — Exposé de la méthode des polynômes. 


Rappelons qu’un tenseur sphérique TA(u = A, A—1... —A) 
est un ensemble de 2A + 1 opérateurs qui se transforment dans 
les rotations comme les fonctions sphériques YA. Cela veut 
dire que si & désigne l’opérateur traduisant une rotation R 
sur les états quantiques du système considéré, on a : 


RTM = DH (R)Iu TR = DT HDR) (1) 


+ est la représentation conjuguée de 9). De (1) on tire la 
relation de commutation bien connue : 


IT — TES = BTR 'Toly) (2) 


cé 3 LU L2 . . , . 
e est le vecteur-matrice des rotations infinitésimales dans 9). 
= . 
Soit un systéme ayant le moment cinétique J; nous travail- 
lons dans une base |j, m). Il est connu que la sous-matrice 
<j’, m'ITAIj, m) (pour 7, j' et À fixes) se ramène aux coefficients 


de Clebsch-Gordan : 
Gj’, m'|TAlj, m) = TAI) Crée (3) 
Malheureusement, les coefficients de C. G. d’indice élevé ne 


sont pas connus. Or, dans le cas très important où es, 
il est possible d'écrire explicitement (3) grâce à l’artifice sui- 


. vant. 
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Étant donné un tenseur usuel à À indices T,,,...;, (3° compo- 
santes), on sait que les Tà sont fe + 1) combinaisons linéaires 
des T;;,.n Comme tous les T} ont même ee 
à un coefficient multiplicatif près, on choisira un Tà provenant 


[2 


om te 


d’un tenseur usuel simple, à savoir: J;,Jj,..- Ji, (J, désignent . 


les composantes de J J). 
Donc on peut choisir les T comme polynômes homogènes de 
degré À en les J;, ou, ce qui revient au même J,, J. = Jz + Wy. 
Dans un monome donné de ces polynômes, si J; et J_ inter- 
viennent a et b fois respectivement, il est clair que a — b= y", 
à cause des règles de sélection m’ —m = + 1 pour J., » pour 


TA; supposons p. > 0 (‘). En utilisant les relations bien connues « 


J.J, — JJ, = Jy (4) 
Jig oppo ee (2) 
on voit que dans le polynôme Tj, on peut éliminer les J_ et 
faire « glisser » les J, à gauche, de telle sorte que l’on puisse 
écrire : 
Th = J¢. (Polynéme en J, et J°) (6) 
Les polynémes ne sont plus homogènes à cause de (4) et (5), 
mais le degré total en J,, J, reste évidemment toujours À. 
De (6), on tire que : 


Gr +, me) = (mn Em). (Polynome on m ot 4 1) 
= (m+ ulSilms PH(m (7) 


PY(J,) est un polynôme de degré À — p. 


2. — Détermination des polynémes P. 


Utilisons la relation (2) sous la forme : 


J,TR—-TA, = AR + 1) ue + YY Th 


substituons-y (7) et prenons l’élément de matrice entre - 


(m+ à + 1] et |m), nous obtenons : 
(m + pe + 11JE%"]m) (Pa /(m) — Pit (m + 1)) 
= [A HA + e+ 0] (m+ + MER ta 


() Sip < 0, on utilise le fait que T} = (—)»(T2,)*. 


= te 4 
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| soit : 

1 

[(A—) (A + + 41)]* Phd (m) = Phd (m) — Ph4(m+ 1) (8) 


(8) est une relation entre deux polynémes de degré A—p—i. 
Cette relation est valable pour m = — j, —j + 1... j—u —1, 
c'est-à-dire pour un nombre de valeurs égal à 2; ——u. Or, on 
sait que (3) n’existe que si j, j et A vérifient la condition trian- 
gulaire, qui s’écrit ici : 

27 > À. 
(8) est donc valable pour un nombre de valeurs de m supérieur 


au degré des polynomes, par suite les deux polynômes appa- 
raissant dans (8) sont identiques. 


Posons : 
Af(z) = f(x + 1) — f(x), 
(8) s’écrit : 


AP) =—[Q—a) (A+ e+ AT PAG) (9) 


(9) suggère d'introduire des polynémes auxiliaires : 


Q(a) = (4 [A + &) JA — 1? P(e) (10) 
d’où : 
Qed. (z) = AQhY(z) (14) 
Pour déterminer ces polynémes, il serait souhaitable de 
connaître les P}/ (x). Or, cela est possible, car ces polynômes 
obéissent a des relations d’orthogonalité remarquables. On peut 
les établir en partant de relations connues pour les coefficients 
de C. G. On démontre en effet que: | 
D CHC, =O si AA où pew (12) 


Tenant compte de (3) et (7), on établit sans peine, en se 
bornant au cas p= p;: 


Dim + | FE] my PPH(m)Paei(m) = 0 (AA À) (48) 


et, en particulier : 


S Pk{m)P}-i(m) = 0 (AEA) (14) 
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(14) établit que les P}/, 7 (x) sont des polynémes orthogonaux — 
avec le poids : 


| 
| 
| 
| 


+J 


ga) = > z—m). 


n=—j 


Ces polynômes sont assez analogues aux polynômes de 
Legendre (quand 7-0 P?/ (x) > Cte P,(2/7); ils sont de — 
degré À et alternativement pairs et impairs (noter que pour 
u «0 et A, les Ph! (x) n’ont pas de parité). Ces polynémes 
ont été étudiés et tabulés pour des besoins tout autres (jusqu’à 
À — 10). Nous conviendrons de les définir pour que leur 
monome de plus haut degré soit simplement 2. 


3. — Normalisation. 


a) On peut vouloir normaliser ces polynômes en vue d’ex- 
primer directement des coefficients de C. G., soit : 


CP, nay = Am + pi Jim) PH (15) 


On détermine A en donnant à uv la valeur 4 Dans ce cas 
particulier, le coefficient de C. G. a une forme compacte : 


CA = (=) jee A Gæ+m+à)! G—m) 1° 
+ A(A!)P(A+ 27+ 4) 1(7—m—a)!(7+m) ty 
Par ailleurs, de (10) et (11), on tire: 
Rx) = AP} (x) = A! 
PR4(x) = (— 01/22)! 


on vérifie que : 


int a — [age 


tenant compte de tout cela, on obtient le résultat: 
‘ A ù 1 | 
saat (2a le (NT 37 
L'ÉTC TEEN LE CO AC Ent EDR 16 
i+) Glenn) (9 
b) Une autre normalisation est très utile; considérons les 
(21 + 1) états orbitaux d’un électron dans un atome, soit 
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|, m). Il est très important de connaître la représentative des 
fonctions sphériques (fonction des coordonnées sphériques de 
Pélectron) sur cette base; celà nous définit un second coefficient 
de normalisation B tel que : 


(I,m + wl Yall, my =f (Yoru)"YRY4 dO 
= Bim + u]L#|m)Pk'(m) (17) 


Ici, le rôle de 7 est tenu par / entier; A est pair, On sait que: 


(1, m + wl hI, m) = [(2 + 1)/4r]* CAC pre 
Donc, d’après (15) et (16) : 
B = [(2A + 1)/4x] * A'PX/(0). 


Comme P}/(0) peut s’écrire sous la forme : 


À 
See eee 


ee (à) 1 (2à) LS) ! 


on obtient finalement : 


B= (—)*[(22 + Rad eur s 
° CA » 


À 
D À) (es 
a 


_(ai—A)! 18 
ep SpA rat cts) 


4. — Le terme cristallin du 6° ordre. 


Lorsqu'on étudie un atome ou ion plongé dans un champ 
cristallin, on traite chaque électron comme soumis à un poten- 
tiel du type 

V — 2 Mer Yb (6, p). 


Le problème se présente comme un caleul de perturbations 
| « à tiroirs », et on commence par séculariser V par rapport à 
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l’hamiltonien individuel (intraatomique) de chaque électron, 
c’est-à-dire que l’on a besoin seulement de la matrice indivi- 
duelle 

(Im'|V|lm). (19) 


Dans le cas des électrons d seuls interviennent dans (19) 
les termes À = 2 et 4 (À — 0) donne lieu à un terme additif 
constant), mais il faut tenir compte des termes À = 6 dans 
le cas important des électrons 4f. La méthode des polynômes 


LE > 


nous permet d’obtenir facilement les matrices des termes du « 


62 ordre de V. 
a) D’après (17): 


(3, m + wl Yp|3, m) = Bem + pIlË|m).Pi°(m 
B = — /13/4n.7/13.36. 


b) On sécularise ensuite V par rapport aux interactions 


(l, l) (répulsion coulombienne entre les électrons 4f). Nous : 


cherchons la représentative de > Yz(9;, 9;) (1 désignant les 


différents électrons 4f) sur la base |L, My). En pratique, nous 
ne nous intéressons qu’au terme fondamental, L est alors 
donné par la règle de Hundt. Commençons par la première 
séquence (c’est-à-dire de (4f)' à (4f)*). Vues les propriétés 
des tenseurs sphériques, nous savons que : 
cL, M: + ees (6, #) )|L, M) = Cte.(My + u|LE|M)P#(Mi). 
(20) 
Pour déterminer la constante, nous prenons le cas simple de 
M, = Let p= 0; on sait que: 


1 1209 
3,3/13,2 NE 


où le symbole § 1 j sh. signifie que l’électron n° i est dans l’état 
? 


IL, L) = wh 


individuel |/, m). + est l'opérateur antisymétrisant normé. En 
écrivant la constante de (20) sous la forme BA, on obtient: 


APY4L) = DPi{m) où Em = 3,2..(3—n + 4) 


(n = nombre d’électrons 4f). 
En ce qui concerne la deuxième séquence ((4f)° a (4f)"*); 


nn + pr both été ll ~ he 
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on raisonne sur les trous dont le nombre est n* = 14 —n, 
ce qui nous raméne au cas précédent, en notant bien que l’inter- 
action cristalline étant du type unaire, il y a renversement de 
signe; on en déduit pour le coefficient de sécularisation : 


Ain) = = AL(14 — n) (24) 


c) Il est enfin nécessaire de séculariser V par rapport au 
couplage spin-orbite qui lui est généralement supérieur. Le 
processus est lé même; introduisons la base |J, M;); nous 
savons que: 


(J, Ms + u] Yi |J, My) = Cte.(My + ulJ#|M;)-P#(M) (22) 


La constante de (22) se détermine en prenant le cas simple 
de M; = J, » = 0. Sortons de la constante BA;; il reste un 
nouveau coefficient de sécularisation As; comme : 


J, M5) = À Cum, |L; M,)|S, Ms) 
DEN 
nous obtenons : 
AP} °(J) => | Came sui FPS (Mi) (23) 


Le cas de la deuxième séquence est le plus simple, car l’on a, 
pour le fondamental du multiplét de structure fine, qui seul 
nous intéresse, J = L + 5, donc seul le coefficient de C. G. 
M: = L, Ms = S est non nul dans (23); dans ce cas: 


Ay = PY'(L)/P#3(J) 


Pour la première séquence où l’on a J = L—S pour le 
fondamental, il faut évaluer les coefficients de C. G. qui ont 
dans cé cas une forme compacte. 


Tableau des Coefficients de Sécularisation 


ae | 2 3 4 Beso 20 nn MO qns4t 12. 43 

Des, À 5 6 6 a. 5 — 6 6 oa 3 

TON | 4h 4 D OHSHIEIGET 152 6 7/2 

À, .. 14/42 5/462 —5/462 1 —1/42 5/462 —5/462 1/42 —1 
= 3.1 992 

Pe acid 24 6/443 3/26 12/65 10/44 1/7 

bel parece P2469 / | [44 1] 


Remarque. == Pour les valeurs den non indiquées, J<3, 
le terme du 6-iéme ordre n’existe pas. 
30 
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5. — Hamiltonien cubique du 6-iéme ordre. 


Nous définirons Yi» comme étant la fonction sphérique — 


d’ordre 6 ayant la méme symétrie qu’un cube dont les axes 
quaternaires sont Oxyz. A priori, il est clair que: 


Yous = Yo + (Yi + Yi) 


a se détermine en exprimant que Yiu (0, 9) = You (T/2,0) « 


Ona: 
2 del 4 ait u olf. ,1 
sn à rin 16 231% 315 y‘ + 105 y —5) 
13 a ws dis Py 
= 4i9 
7 16V (14 ~°—1)sin‘0e 
on obtient : 


a= —\/7/2. 


Examinons le cas important où V est crée par 8 charges -e « 


au sommet d’un cube. En ce qui concerne le 6-iéme ordre, nous 


obtenons : ca 
_ 9, /18 e' sy 
Me EVE mu 


(R = distance des sommets au centre). 


Nous avons systématiquement étudié les matrices d’ordre © 


2j + 1 définies par: 
Hy = P84(j2) —V7/2[(7.)"Pi(iz) + Q. C.] 


Nous savons que ce sont ces matrices, pour 7 = J, qui 
donnent la décomposition cristalline (plus exactement, la contri- 
bution du 6-iéme ordre à cette décomposition), en les multi- 
pliant, par exemple dans le cas précédent, par 


— (16/9) (7/43. 36) (e*r*/R?) As: 


Le tableau ci-dessous donne les matrices Hj, 7 prenant 


toutes les valeurs pratiquement intéressantes, c’est-à-dire — 
celles de L et J. Ce n’est que pour les valeurs de J que nous © 


donnons aussi les valeurs propres et les représentations du 
groupe du cube qui leur sont associées. 
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Tableau des Matrices Hy} (*). 


1 
En 
64 T, 
420 i 7, 
Valeurs propres : 77 )—20 T, 
\— 80 FT, 
1—=5 
210 — 105/210 
— 672 — 841/70 
60 406 91/42 
77 | 504 
— 168 


EU 


ee mt 


467 


1176 


30. 
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j=6 


iene 29455 
1155 220,566 


168 — 84/14 
120 


pe 
7 903 367,5V 10 


462 1 764 
— 420 


ah py ti ed od oad ct 


wo np = 


Valeurs propres: = 


intial 


on 


— 
[ep] 
O0 

le Be Re er A 


a 


ee 


104 — 12/455 
— 169 — 19/273 
— 78 — 2/15 015 
65 — 3V1 001 
60 128 6/154 
93 6V 1158 
2 | 252 


EE D ET 


D 
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Valeurs propres : 


Er 64 F, 
384 r; 
60 « — 208 ee 


116 + 256,2 T, 
164 + 259,7 T, 


1.10 


1920 


704 


18 


ee eee ee ere ener ary 


Valeurs propres: 


12 


| 
| —16 | 


Valeurs propres: 


7680(16 +1360 I, 


UE EE A r, 


469 
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j = 15/2 
— 51/1 365 

447 — 3/5005 
— 39 — 7/429 

60 59 SC "1 

87 6231 
45 42V15 

— 35 
=n 


Valeurs propres : 


o 


= 


3 
> 
[ep] 
by 
EN 
Le Lo La La La 


ao 


Remarque. — Les matrices sont écrites dans l’ordre habi- 
tuel des lignes et colonnes (de 7 à — 7); on les complète par 
symétrie par rapport à la diagonale et à l’antidiagonale. 


6. — Effets du terme du 6-ième ordre. 


En pratique, le niveau fondamental du multiplet cristallin 
joue un rôle essentiel: aux basses températures, c’est lui 
qui fixe la loi de la susceptibilité paramagnétique, ainsi que 
la courbe d’aimantation, ou encore le facteur de Lande de la 
résonance paramagnétique; le terme du 6-ième ordre peut 
alors jouer de deux façons : 

a) il peut provoquer une intervention de niveaux, c’est-a- 
dire que la représentation associée au niveau fondamental 


ee 
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change; donc changement de vecteur propre, d’où une altéra- 
tion radicale dans les propriétés précédentes. 

b) si le fondamental n’est pas seul de sa représentation (et 
s’il n’y a pas interversion de niveaux), son ou ses vecteurs 
propres ne sont plus déterminés par la seule symétrie cubique, 
mais par la nature exacte de l’hamiltonien. 


Nous donnons à titre indicatif le diagramme ci-contre 
schématisant l’évolution des niveaux pour un hamiltonien 
du type tH + (1 —+t) HO, H® et HO étant les hamilto- 
niens cubiques de 42 et 6€ ordre (en unités arbitraires mais 
avec leur signe) pour les systèmes (4f)"* à (4f)°; &/(1—+t) est 
donc proportionnel à r‘. R’/r’. Le diagramme montre que 
l'influence du 6€ ordre doit être faible pour (4f)"* (Yb°+), ce qui 


est conforme aux résultats expérimentaux. Sur (4/)” (Dy'+), 
le 6€ ordre ne change probablement pas la représentation du 
niveau fondamental mais altère ses vecteurs propres (2 autres 


tion). 

Dans les 3 autres cas le terme du 6€ ordre, même assez faible, 
peut changer la représentation du fondamental, ce qui altère 
totalement le comportement magnétique aux basses tempéra- 
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niveaux partageant avec le fondamental la même représenta- 
tures de la substance. | 

j 


APPENDICE 
Polyndmes, Pt 4(z) n = 2 + 4 | 
n= Do + D a 
h=4 AF (8n8— 13) + 5 + 2) Gi — 2)! | 
jap 60. a8 —P (3831) + (Ont 108 + 329)22 | 
: 


— 5 +3) 1/6 —3)! 


() Raymond, T. Birge. — Least Square’s Fitting of Data by Means of Polyno- 
mials, Rev. of Mod. Phys., vol. 19, n° 4, p. 288... (1947). 
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